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PRÉFACE. 



La Théorie de V Élasticité des corps solides forme une des 
branches de la Physique mathématique. Elle étudie Téquihbre 
d'élasticité de ces corps et leurs mouvements vibratoires. Cette 
théorie se propose, entre autres problèmes, ceux dont les in- 
génieurs s'occupent dans les Ouvrages intitulés : Théorie de la 
résistance des matériaux. 

Dans ces Ouvrages, on appuie ses calculs sur des hypo- 
thèses, en général, assez simples, mais qui, par cela même, ne 
sont pas entièrement exactes, mais seulement approchées. Au 
point de vue mathématique, ces hypothèses ne sont point né- 
cessaires; elles ne font que se substituer à des résultats qui 
devraient être fournis par l'Analyse. Si les solutions, obtenues 
ainsi, peuvent cependant être admises dans l'art de l'ingé- 
nieur, cela tient, en grande partie , à ce que dans la pratique 
on a coutume de s'imposer la condition d'une résistance au 
moins trois ou quatre fois plus grande que celle qui a été 
trouvée par les calculs de la résistance des matériaux. 

Ces calculs sont, en général, incomparablement plus simples 
que ceux de la théorie de l'élasticité; aussi peut-on souvent par 
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ces proeédi^s tr.'^iter des (|nestions qui n'ont pu encore être 
a])ordées par les métliodes rigoureuses. 

Par compensation, la Théorie de rÉlasticité ne repose que 
sur les principes de la Mécanique rationnelle, et Ton en déduit 
d'une manière rigoureuse les équations aux différences par- 
tielles de chaque problème, f^'intégration de ces équations 
forme, en général, la partie la plus difficile du problème. 

Cet Ouvrage est divisé de la manière suivante : 

Dans le Chapitre I, on considère un corps solide homogène, 
mais de la nature des corps cristallisés, c'est-à-dire dont l'élas- 
ticité varie avec la direction. On v recherche la distribution 
des forces élastiques dans ce corps, ainsi que la distribution 
des dilatcitions et des glissements. On y donne l'expression du 
travail des forces élasticpies, et Ton met les équations différen- 
tielles de l'élasticité sous plusieurs formes différentes. 

Dans le Chapitre II, on commence par rechercher comment 
se simplifient les équations différentielles du Chapitre précé- 
dent dans le cas particulier où le corps solide est isotrope. 
On résout ensuite quelques problèmes faciles sur l'équilibre 
d'élasticité. Enfin, on montre comment on f)eut reconnaître 
qu'un corps solide, même isotrope, ne peut être considéré 
comme formé par un système de molécules qui s'attirent ou 
se repoussent mutuellement suivant une fonction de la dis- 
tance. 

Le Chapitre III est consacré à la détermination de la tor- 
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sioii et de la flexion des cylindres, d'après la théorie de de 
Saint-Venant. 

Dans le Chapitre IV, je détermine les équations de Télas- 
ticité en coordonnées curvilignes, données par Lamé en i84i , 
mais en employant des calculs pins simples que ceux de ce 
géomètre. I^es coordonnées curvilignes de Lamé dépendent 
d'un triple système de surfaces orthogonales. Je montre com- 
ment on peut étendre les formules, en prenant un système de 
coordonnées, qui dépend d'un système de surfaces joint à ses 
trajectoires orthogonales. 

Dans le Chapitre V, j'étudie les déformations, qui ne sont 
pas très petites, des tiges minces. Kirchhofl* a donné une 
théorie de ces déformations qui manque de rigueur. J'ai repris 
ce sujet, en en changeant complètement l'exposition, afin de 
n'entrer d'abord que dans des considérations entièrement 
rigoureuses, que je n'abandonne que tout à fait à la fin de la 
rechercha. Je retrouve d'ailleurs, pour formules finales, celles 
de Kirchhoff. Je fais ensuite différentes applications de ces for- 
mules. 

Dans le Chapitre VI, je traite avec beaucoup de développe- 
ments l'équilibre et le mouvement vibratoire des plaques et 
membranes planes. 

Le Chapitre Vil est entièrement consacré à l'Acoustique. 
J'y donne le mode de propagation des ondes sonores dans une 
tige indéfinie ou dans un milieu isotrope indéfini. J'étudie aussi 
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les mouvements vibratoires longitudinaux ou transversaux des 
lames et tiges droites, et je montre l'accord des résultats obte- 
nus avec ceux de rexpérience. 

Le sujet du Chapitre VIII est l'équilibre ou le mouvement 
vibratoire des lames courbes. Je l'avais traité auparavant, ^n 
1882, dans le LP (Cahier du Journal de l'École Polytechnique. 

Le Chapitre IX se rapporte au mouvement vibratoire des 
cloches. Je reproduis les résultats, alors entièrement nou- 
veaux, que j'ai obtenus sur ce sujet dans le même Cahier de ce 
Journal. 

Enfin, dans le Chapitre X, se trouve traité l'équilibre d'élas- 
ticité d'un prisme rectangle, dont les deux bases sont appuyées 
contre deux murs absolument rigides, en supposant que les 
pressions exercées sur les faces latérales ne varient pas suivant 
la longueur du prisme. J'avais déjà traité ce problème, pour 
un cas moins étendu, dans le XLIX* Cahier du Journal de 
l'Ecole Polytechnique. 

É. Mathieu. 

Nancy, le 20 mars 1890. 
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CHAPITRE I. 



CONSIDERATIONS GÉNÉRALES SUR L'ÉLASTICITÉ 

DES CORPS SOLIDES. 



On appelle élasticité cette tendance des corps à revenir à leur pre- 
mière forme, quand on les a légèrement déformés s'ils sont solides, ou 
qu'on a modifié leur volume s'ils sont fluides, et qu'on a fait ensuite 
cesser la cause de ce changement. 

Si, par exemple, une tige de cuivre est faiblement déformée par des 
forces qu'on y applique, en supprimant ces forces on fera reprendre, 
après des oscillations, aux différentes molécules de cette tige leurs 
premières positions relatives. 

Quand on comprime les liquides et les gaz dans un vase rigide, les 
déplacements sont, en général, trop grands pour que les molécules 
reviennent à leurs premières positions, après que la compression a 
cessé; mais alors ces corps reprennent néanmoins un état identique à 
celui qu'ils possédaient. 

L'élasticité intervient dans un grand nombre de phénomènes phy- 
siques. Ainsi, c'est par l'élasticité d'un milieu dans lequel ils se trou- 
vent renfermés que les corps électrisés agissent l'un sur l'autre, et il 
en est de même des corps célestes. On sait d'ailleurs que c'est par la 
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considération de l'élasticité de l'éther que Ton démontre les propriétés 
de la lumière. 

Dans ce Livre, nous ne nous occuperons que de l'élasticité des corps 
solides. 

Forces élastiques. 

1. Nous dirons qu'un corps solide est à l'état naturel quand il ne 
sera sollicité par aucune force extérieure; on le concevra donc même 
soustrait à la pesanteur. La pesanteur déforme, en effet, les corps so- 
lides; dans un grand nombre de cas, on pourra négliger cette défor- 
mation; mais on en tiendra compte quand on le jugera nécessaire. 

Concevons un prisme droit très allongé, c'est-à-dire dont les dimen- 
sions des bases soient très petites par rapport à la longueur. Appli- 
quons des tractions égales et contraires sur ces bases, de manière à 
accroître d'une petite quantité la longueur du prisme. Alors un nouvel 
état d'équilibre s'établit. Décomposons ce prisme en tranches très 
minces, parallèles aux bases; chacune de ces tranches sera sollicitée 
par des tractions égales et contraires, appliquées à ses bases, et égales 
à celles qui sont appliquées sur les bases du prisme. Et l'on comprend 
d'une manière générale que les changements de forme d'un corps so- 
lide élastique sont toujours accompagnés de forces développées à l'in- 
térieur de ce corps. Si Ton cesse de solliciter la surface du corps et si, 
dans toutes les parties de ce corps, la déformation était restée suffi- 
samment petite, le corps revient à sa forme primitive et les forces 
qu'on avait développées à son intérieur disparaissent. 

Quand les forces exercées à la surface d'un corps solide élastique 
sont trop intenses ou plutôt quand les déformations qu'elles produisent 
sont trop grandes en certaines parties du corps, le corps conserve une 
déformation permanente dans ces parties, après que ces forces ont été 
retirées, et l'on dit que la limite d'élasticité a été dépassée dans ces 
parties. 

Quand un corps solide est à l'état naturel, ce corps se trouve dans 
un état d'équilibre, et, par conséquent, la résultante de toutes les 
forces qui agissent sur chaque molécule de ce corps est nulle. Quant 
à l'action élémentaire entre deux molécules, elle doit généralement 
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changer de sens suivant la distance qui les sépare, être répulsive quand 
cette distance est inférieure à une certaine limite, nulle pour une dis- 
tance plus grande, et attractive ensuite depuis cette distance jusqu'à 
la longueur du rayon de la sphère d'activité, à partir de laquelle l'ac- 
tion devient nulle. Le rayon de cette sphère est extrêmement petit et 
plus petit que les longueurs appelées microscopiques. 

2. Partageons un corps solide par un plan en deux parties, A et B. 
Si la surface de ce corps est sollicitée par des forces extérieures, la 
partie A agira sur B, et B exercera une action égale et contraire sur A. 
Or il est naturel de regarder l'action de A sur B comme provenant de 
la somme des actions des molécules de A sur celles de B. 

Sur le plan P, qui sépare A et B, prenons une surface co extrêmement 
petite par rapport aux dimensions du corps, mais très grande par rap- 
port au rayon a de la sphère d'activité. Sur cet élément co pris pour 
base, menons un cylindre H dans A et un autre K dans B, les hauteurs 
des deux cvlindres étant réduites à a. La résultante des actions des 
molécules de H sur celles de K sera dite \f^Jorce élastique exercée par A 
sur B en l'élément de surface w. 

Regardons l'action d'une molécule sur une autre comme une fonc- 
tion de leur distance. 

Soient /n une molécule de H, m' une molécule de K, r leur distance 
et mrri f{r) l'action de m sur m\ regardée comme positive ou néga- 
tive, suivant qu'elle sera répulsive ou attractive. 

En désignant par a, p, y les cosinus des angles de r avec les axes 
des coordonnées, nous aurons, pour les composantes de cette action 
suivant ces trois axes, 

mm'(xf(r)y mm'^f{r), mm'y f(r). 

Donc les composantes de la force élastique exercée par A sur l'élé- 
ment (o de B seront 

les signes de sommation £ s'étendant, l'un à toutes les molécules m 
situées dans H, l'autre à toutes les molécules m' situées dans K. 
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La résultante des actions des molécules de K sur celles de H sera la 
force élastique exercée par B sur A en l'élément (o, et, d'après le prin- 
cipe de la réaction, cette force élastique sera égale et directement 
opposée à la première. 

Désignons par Ew la force élastique exercée par A sur B en l'élé- 
ment (o ; concevons en un point M de (o une force dont l'intensité est E 
et dont la direction est la même que celle de la force précédente; cette 
force E sera la force élastique exercée en M sur le plan P et estimée 
par unité de surface. Cette force E sera, en général, oblique sur le 
plan P; si elle est normale et dirigée vers A, elle sera une traction; si 
elle est normale et dirigée versB, elle sera nue pression ; si enfin elle 
est située dans le plan P, elle sera dite force élastique tan gentielle. 

Si la force E est oblique sur P, on pourra aussi l'appeler traction 
oblique ou pression oblique, suivant qu'elle sera dirigée vers A ou vers B. 

La force élastique exercée en M dans le plan P par B sur A sera égale 
et directement opposée à la même force exercée par A sur B; elle sera 
une traction ou une pression, suivant que la seconde sera elle-même 
une traction ou une pression. 

3. La définition qui précède de la force élastique se présente fort 
naturellement. Elle repose sur celte bypothèse, faite par Navier et 
Poisson, les premiers fondateurs d'une théorie rationnelle de l'élasti- 
cité des corps solides, que les actions élastiques sont les résultantes 
d'actions de molécule à molécule suivant une fonction de la distance. 
Il est cependant permis d'émettre des doutes sur cette hypothèse. En 
admettant même que la force élastique soit une résultante d'actions de 
molécule libre à molécule libre, si la nature du corps varie autour de 
chaque point, ce qui a lieu pour la plupart des cristaux, on ne voit pas 
que l'action entre deux molécules ne dépende pas non seulement de la 
distance r, mais encore de l'orientation de cette ligne. 

Or on peut se représenter la force élastique exercée sur un plan et 
en un point de ce plan d'une autre manière qui n'exige aucune espèce 
d'hypothèse. Concevons que l'on supprime la partie A du corps solide; 
l'état de la partie B pourra demeurer exactement le même si l'on ap- 
plique sur chaque élément w du plan P une force dont la grandeur coE 
soit convenablement choisie, ainsi que la direction. Cette force wE sera 
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la force élastique exercée par A sur l'élément (o de B, et la force E, 
appliquée en un point M de (o et ayant même direction, sera la force 
élastique exercée en M par A sur le plan P, qui sépare A de B. 

Cette seconde manière de se représenter la force élastique en un 
point d'un plan n'a pas le même degré de précision que la première; 
mais, par cela même, elle donnera des formules plus générales. En 
comparant ensuite ces formules avec les résultats de l'expérience, on 
pourra examiner si cette généralité est nécessaire ou non. Or on re- 
connaîtra ainsi que la première définition est trop particulière et doit, 
par suite, être abandonnée. 

Les corps solides que nous considérerons dans ce Livre seront ho- 
mogènes, en sorte que toutes les parties d'un même corps seront de 
même nature. Parmi ces corps, les uns sont isotropes et sont identiques 
tout autour d'un même point; ils se compriment de la même manière 
dans tous les sens. Les autres, exigeant une étude plus compliquée, 
sont de nature variable autour d'un même point, mais ils sont iden- 
tiques dans une même direction. Leur compressibilité varie alors avec 
la direction de la compression. 

Les corps homogènes non isotropes renferment la plupart des cris- 
taux; mais ils contiennent aussi certains corps métalliques non cris- 
tallisés, employés dans les arts, et auxquels le forgeage ou le laminage 
a ôté l'isotropie. 



Équations exprimant l'équilibre d'élasticité d'un corps solide. 

4. Concevons un corps en équilibre d'élasticité sous l'action de 
forces appliquées à sa surface et de forces agissant à l'intérieur du 
corps comme la pesanteur. Alors toute partie infmiment petite de ce 
corps sera elle-même en équilibre sous l'action des forces élastiques 
qui s'exercent à sa surface et de la force qui sollicite les points inté- 
rieurs. Prenons pour cet élément de volume un parallélépipède rec- 
tangle dont les côtés dx, dy, dz sont parallèles aux axes de coordon- 
nées. 

Désignons par o), et co', les faces dont l'aire est dydzy et qui sont 
parallèles au plan des js, (0| étant celle qui correspond à la plus petite 
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valeur de :r. Le prisme oxoire sur la partie extérieure, située du côté 
où les X décroissent, une force élastique Eco,, dont nous désignerons 
les composantes suivant les axes de coordonnées par 

(^) X,o),, Y,w,, Z,o),. 

Ainsi, par exemple, X, est positif s'il y a traction dans le sens de l'axe 
des X. Réciproquement, le prisme est sollicité sur sa base (0| par une 
force égale à la première et de sens contraire, ayant pour composantes 

(/)) --X,M,, --Y,o),, — Z,oj,. 

Les forces X4, Y,, Z, sont des fonctions des coordonnées x^ y, z du 
point auquel leur résultante est appliquée; donc la face w'^ du prisme 
est sollicitée, de la part de la portion du corps située du côté des x po- 
sitifs, par une force élastique dont les composantes se déduiront des 
expressions {a) par le changement de .r en a: -h dx^ et qui auront pour 
valeurs 

En réunissant les expressions {b) et (c), on voit que le prisme est 
sollicité, de la part de ses faces (o, et iù\ par une force ayant pour com- 
posantes 

-j— * dx dy dz^ -^ dx dy dzy -j^ dx dy dz. 

Désignons ensuite par (Oj et 0)3 les faces dz dx et dxdy, qui corres- 
pondent à la plus petite valeur de y ou de z, et représentons par 

X3, Y3, /^ 

les composantes de la force élastique exercée par le parallélépipède 
sur (Oj et (Oj. On en conclura de même que ce prisme est sollicité, en 
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second lieu» par une ibrce ayant pour composantes 

-4-* djc ci Y dz , — .— djc dy dz , —,- dx dy dz , 
dy -^ dy ^ dy ^ 

et, en troisième lieu, par une force ayant pour composantes 

—^dxdydzy —j^dxdydzy —J^dxdydz, 
dz ctz ctz 

Désignons ensuite par pA, pB, pC les composantes de la force qui 
agit à l'intérieur du corps, en représentant par p la densité. L'élément 
de volume sera sollicité encore par une force ayant pour composantes 

pXdxdydZj p]idx dy dz, pCdxdy dz. 

Égalons à zéro la somme des composantes des forces, relatives à 
chaque axe de coordonnées, et nous aurons les trois équations sui- 
vantes : 

d\i i/Xj d\v^ . 

dx dy dz " ' 

j dY, dY, dY, ^ 
dZi dZi dZi 



dx ' dy ' dz " 

• 

5. Pour achever d'exprimer l'équilibre du prisme, nous avons en- 
core à former les équations des moments autour de trois droites pa- 
rallèles aux axes de coordonnées; nous mènerons ces trois droites par 
le centre du prisme, et ces équations exprimeront que le prisme ne 
peut tourner autour de ces droites. 

Prenons les moments des forces autour de l'axe mené par le centre 
du prisme parallèlement à l'axe des Z. Les forces élastiques exercées 
sur (i>, et co'j ont des moments nuls, parce qu'elles rencontrent Taxe 
des moments. Les composantes Z^(o^ et Zaco^, parallèles à l'axe des z, 
ont aussi des moments nuls. Sur la face co,, la force X|Ci>4 a encore un 
moment nul, et la force ¥« (O4 a pour moment 

Yi Cl), — =1 - Yj dx dy dz. 

2 2 ^ 
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Les forces exercées sur o)', ont le même moment à un infiniment petit 
près d'un ordre supérieur. Ainsi le moment résultant pour les deux 
faces o)^ et <o\ est 

Yi djc dy dz. 

De même, les deux faces w.^ et cu!^ donnent le moment 

— \^dx dy dz. 

Ensuite les forces appliquées à l'intérieur du prisme ont une somme 
de moments qui est un infiniment petit d'ordre supérieur au troisième 
et à laquelle on ne doit pas avoir égard. Donc» en égalant à zéro la 
somme des moments autour de l'axe des Z, on obtient 

Y,— Xi= o. 

On a deux autres équations semblables; en les réunissant a la pre- 
mière, on obtient ces trois équations 

Ainsi les neuf composantes des forces élastiques qui agissent sur co^, 
(i>2, 0)3 se réduisent à six composantes distinctes seulement. 

Nous emploierons aussi les lettres N et T pour représenter les forces 
élastiques, en nous servant des indices i, 2, 3, qui correspondront 
respectivement aux axes des x, y, z. Les quantités N^, Nj, N, seront 
les composantes élastiques normales parallèles aux Xy y, z. 

Comme on le fait souvent, nous pourrions employer deux indices 
pour représenter les grandeurs des forces élastiques tangentielles, qui 
seraient ainsi désignées par Tj,, Tg,, T,2» l'un quelconque des indices 
indiquant l'axe de coordonnées auquel la force est parallèle et l'autre 
indice indiquant la direction de la normale au plan sur lequel s'exerce 
cette force. Cependant l'emploi de deux indices pour désigner ces forces 
complique l'écriture sans sérieuse utilité; nous désignerons donc, 
comme Lamé, les forces tangentielles par T^, Ta, T3. Ainsi nous po- 
serons 
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6. Équilibre d'un tétraèdre élémentaire. — Après avoir considéré 
l'équilibre d'un parallélépipède rectangle, examinons celui d'un té- 
traèdre infiniment petit et pris à l'intérieur du corps solide. Nous for- 
mons ce tétraèdre en menant par un point M de ce corps trois droites 
infiniment petites, parallèles aux axes de coordonnées, et qui seront 
les arêtes de ce tétraèdre. Désignons par cria base du tétraèdre opposée 
au sommet M, et soient 

les composantes de la force élastique exercée de dehors en dedans sur 
la face a. Représentons enfin par X, [x, v les angles formés par la nor- 
male extérieure à la face cr avec les axes de coordonnées ; les trois autres 
faces du tétraèdre auront pour grandeurs 

ai=!JC0S>., 0*2= O-COS/JL, 0*5=:: 0"C0SV, 

et les trois forces exercées sur ces trois faces ont pour composantes, 
d'après les notations des numéros précédents, 

— XiTi, — YiO"i, — ZiO"i sur Ti, 

— XsO's, — YjO'j, — ZjTj sur o-j, 

— XjO'j, — Ys^a, — Zj^s sur as. 

La force, qui agit sur la masse du tétraèdre, est un infiniment petit du 
troisième ordre et doit être négligée. 

Égalons à zéro la somme des composantes des forces qui sollicitent 
le tétraèdre, suivant chacun des trois axes de coordonnées, et nous 
obtenons les trois équations suivantes : 

IX = Xj COSX -H X, C0S|JL 4- X3 cosv, 
Y -- Y, cosX -H Y, cos|jL -h Y3 cosv, 
Z — Zj C0SX-+-Z2 C0S/JH-Z3 cosv. 

Ces équations conduisent à un théorème d'un énoncé fort simple. 
Considérons, par exemple, la première de ces trois équations. Dési- 
gnons parE et E' les forces élastiques exercées sur a et a, et estimées 
par unité de surface. X représente la projection de E sur Taxe des Xj 
c'est-k-dire sur la normale à Œ|, et le second membre de la première 
équation (3) peut s'écrire 

Xi cosX -h Y, cos|jL -h Zi cosv 

M. — Èla»t. 2 
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et rrpï'éseiitc h» |)roj('c{ioa de \\ siii* la noiiiialc à i. (loiiune (railleurs 
G" et c, peuvent être» cojisidéiM'S eoiunu» deux éléuKMils j)laus passant 
par un inèuie poiut et dout les jioi'jnaies (uil des direeîious queleonques, 
on en eonidut le lliéoirnu* sniviiut : 

Si E ri VJ so/il les forces r7(ts/f\/{/cs ci'crcc'rs en un même point du solide 
sur les pld/is P el 1^', lu projerllo/i d( \\ sur fa normale à V esi èf^alc à la 
projeelion de \\' sur la nornude à P. 

On s*est servi des é(|uali()us (2) pour démontrer ee théorème, et, 
d'autre pai't, les é(jualions (2) sont renl'ernu'^es dans eette propriété. 

Les é(juatioiis ( '5 ) ont lieu, eomnie les éijualions ([), en un point 
queleoncjue de rinlérieur du corps; mais c'est surtout à h\ surface du 
corps que nous les appliiiucj'ons. Si la face g- du téli-aedre est un élé- 
ment de la suiiace du C(»r|)s, \, V, Z, dans ces é(]ualions, devront être 
remplacés par les cojnposantcs de la loici» ([u'on îi]>plique en cl)a(|ue 
point de cetle snrl'ace, et (jui sera (mi i>cnéi'al c()iinn(\ 

Nous verrcuis (|ue les ceni|)osanles d{»s forces élasti(|ues peuvent 
s'exprimer au moyen des dérivées des [projections u, c, sv du déplace- 
ment de cli;H[ue poini (r, >% 3 ) du corps soli.le. Ainsi les é(|uations (i) 
deviendi'onl (rois é(]n;ilions \\\\\ diUerences [)arli(dles entre les trois 
quantités //, c, iv; puis on ani';i pour conditions à la surface les trois 
équations ( '5 ), dans Icstpicllcs \, V, Z seront des fondions données 
des coordonnées des points de la snrl'ace el où A, a, v sei'ont les angles 
de la norniah; \\ ci'lle sniTace avec les Irois axes de coord<uinées. 



7. Mouvcutcnl vibratoire. Des é(jualions ( 1 ), ( i> ), ('3 ), relatives à 
ré(|uilil)i'e d'elastiriir d'un coips solidi*, ou |)ent passer facilement à 
celles (|ui conviennent ii son mouvemcnl vilu'atoirt^ Il sullit d'ajouter 
aux composanics de la hu'ce extérieure cA, sU, oC les composantes de 
la force (Tineilir 



■le 



ft-V 

'II- 



't-z' 

> Il - 



en desiiinant |)ar .r\ y\ z' ce que deviennent, pendant son déplace- 
ment, les coordouiu'cs du [)oint situé en ./;, v, z avant le déplacement. 
I^u posant 



./' 



//, 



) r \\ 



Vl 
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•^f y* ^ ne varient pas avec /, et, par suite, les équations (i) se changent 
en les suivantes : 

d\x r/Xj ^/Xj ci-it 

(TLx dL^ ^Zj ^ d^Kv 

Les équations (2) et (3) subsisteront sans changement. 

Distribution des forces élastiques autour de chaque point dun coq)s solide. 

8. En exerçant des forces à hi surface d'un corps solide, on déforme 
ce corps et Ton développe à son intérieur des forces élastiques. Ainsi, 
par un point M quelconque de ce corps, menons un plan; ce plan sera 
sollicité en ce point par une force élastique, et à chaque position du 
plan mené par M correspondra une nouvelle force élastique. Nous al- 
lons examiner la manière dont varie cette force autour du point M. 

Par ce point menons trois axes rectangulaires et un élément plan w 
dont la normale fait avec ces axes des angles dont les cosinus sont m, 
/i, p. Soit P la force élastique qui s'exerce sur (o; à partir du point M 
et dans la direction de P portons une longueur exprimée par le même 
nombre que là force P, puis désignons para:, j, :; les coordonnées de 
cette extrémité. D'après les formules du n^ 6, nous aurons 

I,r -n mXi -H /^X2 4-^X3, 
y -^ m Y, -h w Yj -h />Ys, 
z zizi ml^i -f- /1Z2 -4- PZ3. 

Désignons respectivement par F,, Fa, F3 les forces élastiques qui 
s'exercent au point M sur les plans des yz^ des zxy des xy. Les com- 
posantes de ces forces sont 

(Xi, Xj, X3), (ll»l2»*3)> (^l> ^2> ^a)' 

Les forces F|, F^, F3 sont, en général, obliques entre elles; prenons- 
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les pour axes des x\y\ z' d'un second système de coordonnées. Les 
seconds axes font avec les premiers des angles dont les cosinus sont 
donnés par le Tableau suivant : 



..' 



L-' 



X 


y 




X, 


X, 


X, 


F, 


F, 


F, 


Y, 


Y, 


Y. 


F, 


F, 


F, 


z, 


Z, 


Z, 


F, 


F, 


F, 



Par suite, nous obtenons ces formules de transformation de coor- 
données 



X 



(/') 



X, , 
F, 

= -z^ X 






y-^ 



F. 



^y 



F.-' 
F/' 
F.-- 



La comparaison des formules (a) et (6) donne immédiatement les 
suivantes : 



sachant qu'on a 
Or on a la relation 



Fi 



.1 



"^k' ''^Fi' 



ii — Xj, A2 — ij» Xj — i^i* 



m' -+- /i' -H /?* =^ I ; 



on a donc, par rapport aux axes obliques, Téquation 



^/J ylt ^It 






ce qui représente un ellipsoïde rapporté à ses diamètres conjugués. 
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Donc & lieu des extrémités des longueurs qui représentent les forces élas- 
tiques autour du point M est un ellipsoïde ^ et les forces ékistiqueSy qui 
s exercent sur trois plans rectangulaires menés par M, forment trois dia- 
mètres conjugués de cette surface. 

Lamé, qui a faille premier le calcul actuel, a désigné cet ellipsoïde 
sous le nom iïellipsoide d'élasticité. 

9. Choisissons pour le système de diamètres conjugués de cet ellip- 
soïde celui de ses axes de symétrie. Alors les forces élastiques F,, Fj, 
F,, dirigées suivant ces axes, seront appelées yôrce^ élastiques princi- 
pales. Nous allons démontrer que les forces élastiques principales sont 
normales aux plans sur lesquels elles s'exercent; autrement dit, nous 
allons prouver que, dans ce cas particulier, les deux systèmes de 
coordonnées des x, y, z et des a?', y\ z' coïncident. 

Les deux systèmes d'axes étant actuellement rectangulaires, on ob- 
tient entre les cosinus des angles qu'ils forment entre eux les rela- 
tions suivantes : 



x? 


+ FÎ 


Xî 


Xî 

Fî 


y; Zî 

-^ f; -^ Fi 


Y? 
FJ 


Fî 


Yî 

+ F' -'' 


Xî 

F? 


y; z« 

-^f|-^fî 




7» 

-+- * 
F* 


Zî 


Xî 

Fî 


Yî z; 

^ Fi ^ Fî 






=n I. 



En éliminant X,, Y^, Z^ entre ces équations et ayant toujours égard 
aux équations {d)^ on obtient 



(O 



\Y\ FîJ^'"^VFî f;J^'~ 

(FfFlJ^'^VFî-Fl)^'" 

(f1""f|)^î "^(fT'fi)^» ^ 



o, 



o. 



Supposons F,, Fa, F, inégaux et rangés par ordre de grandeur, en 
commençant par le plus grand. Alors les deux termes de la première 
équation (e) sont positifs, et leur somme ne peut être nulle qu'en po- 
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sant les deux premières des trois équations 

Xa — O, X3—0, V3-— o, 

et la troisième de ces équations se déduit ensuite de chacune des deux 
autres équations (e). Ainsi les composantes tangentielles des forces 
élastiques sont nulles; ces forces sont donc normales aux plans sur 
lesquels elles s'exercent. On a 



Xi = Fi, \2 Fj, Z3 -- F 



et aussi, d'après (b). 



X = x\ y— y y Z—Z\ 



Le théorème est ainsi démontré. 

10. Désignons maintenant par A, B, C les trois forces élastiques 
principales. L'ellipsoïde d'élasticité, rapporté à ses axes, aura pour 
équation 

On déduira des équations (c) 

pour les cosinus directeurs de la normale au plan co, sur lequel s'exerce 
la force élastique représentée par le rayon P, qui joint le centre M au 
point (^, j, 5) de cette surface. 
L'équation du plan co, qui est 

/wX -f « Y 4-/?Z=:0, 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes, peut donc s'écrire 

.rX vY z7^ 
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Par suite, la direction du rayon P est conjuguée du plan co dans la sur- 
face du second degré 

•»•* y* «s 

et elle rencontrera cette surface en un point où le plan tangent sera 
parallèle à o). 

Ainsiy pour avoir le plan sur lequel s'exerce une des forces élas- 
tiques au point M, il suffira de mener par ce point un plan diamétral 
conjugué de la direction de cette force dans la surface (A). 

On voit que les axes de la surface {h) sont les racines carrées des 
axes de la surface (/). 

Si A, B, C sont positifs, ils représenteront des tractions; on prendra 
le signe -+- dans le second membre de l'équation (A), qui désignera 
un ellipsoïde. Si A, B, C sont négatifs, ils désigneront des pressions, et 
la surface (A), obtenue en prenant le signe — dans le second membre, 
sera encore un ellipsoïde. Dans ces deux cas, tout diamètre de la sur- 
face (/) représente une force élastique de même espèce que A, B, C, 
c'est-à-dire que sa composante normale sera une tension ou une près 
sion suivant que A, B, C seront des tensions ou des pressions. 

Si deux des quantités A, B, C sont de signe contraire à la troisième, 
il faudra considérer l'ensemble des deux surfaces données par l'équa- 
tion (A), en conservant les deux signes dans le second membre. Cette 
équation représente ainsi un hyperboloïde à une nappe et un autre à 
deux nappes, ayant le même cône asymptote 

Tout rayon de la surface (/) représente en grandeur et en direction 
une force élastique qui sera de même espèce que la force élastique 
principale qui rencontre la même nappe des surfaces (A) que ce rayon. 
A la limite, quand le rayon de la surface (/) viendra sur le cône (i), 
le plan diamétral conjugué dans la surface (A) sera tangent au cône 
le long de ce rayon. Donc la force élastique représentée par ce rayon 
sera tangentiellc au plan sur lequel elle s'exerce. 
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Détermination des forces élastiques principales, 

11. Supposons connues les forces élastiques qui s'exercent en un 
point sur trois plans parallèles aux plans de coordonnées, et propo- 
sons-nous de déterminer en grandeur et en direction les trois forces 
élastiques principales qui passent par ce point. 

Soit A une de ces trois forces; elle est normale au plan sur lequel 
elle s'exerce. Si m, /i, p sont les cosinus directeurs de la normale au 
plan, 772 A, nA,pA sont les projections de A, et, d'après les formules (3) 
du n° 6, si nous adoptons les lettres N, T pour représenter les compo- 
santes élastiques (n® 5), nous aurons ces trois équations : 

(y) mT3-+-/j(N,-A)-+-/?Ti = o, 

( //iT,+ /jT,H-/>(N3— A) = o. 

En éliminant m, /i, p entre ces trois équations, nous obtiendrons la 

suivante 

N,-A Ta T, 



T, N,^A T, 
T, T, Na - A 



= o, 



qu'on peut mettre sous cette forme 

^ ^ ( ^NtTî + N,Tî-^N3TJ-N,N,N,~2T,T,T3=o. 

Cette équation du troisième degré donne les grandeurs et les signes 
des forces élastiques principales, le signe -h indiquant, comme nous 
l'avons dit (n*" 10), une traction et le signe — une pression. Cette 
équation est entièrement semblable à celle qui donne les carrés des 
inverses des axes d'une surface du second degré, et les équations (y) 
semblables à celles qui donnent ensuite les directions de ces axes. Il 
est donc inutile de discuter ici ces équations. 

Si Ton trouve, d'après l'équation (A), deux forces élastiques princi- 
pales égales à B, toutes les forces élastiques, appliquées au point M 
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considéré et perpendiculaires à la troisième force élastique principale, 
seront égales à B et seront normales au plan sur lequel elles s'exercent. 
Si les trois racines de Téquation (k) sont égales, toutes les forces élas- 
tiques qui s'exerceront au point M seront égales entre elles et normales 
au plan sur lequel elles agissent. 

12. Cas où l'une des trois forces élastiques principales est nulle. — 
Supposons, par exemple, que C soit nul. Concevons d'abord que C soit 
très petit, rellipsoide (/) se change en une plaque elliptique, et, à la 
limite, toutes les forces élastiques autour du point M sont situées dans 
le plan des forces A et B, puisqu'on a alors :; =pC = o. 

o) étant encore le plan sur lequel s'exerce la force élastique P, dési- 
gnons par Y l'inclinaison de w sur le plan des xy. Nous aurons, d'après 
les équations (g), 

./• y 

m = -^ , /i ~ |- , p iziz cosy, 

et l'équation de ce plan sera 

-^^ — h "^ -r- L cosy _ o. 

Par suite, l'équation (/) deviendra 

Donc, sur tous les plans w, passant par M et inclinés du même angle y 
sur le plan des xy^ les forces élastiques exercées sont les ravons de 
l'ellipse (/'). 

Le rayon P de l'ellipse (/'), qui représente une de ces forces élas- 
tiques, rencontre la courbe 

A ~T\ "' 

en un point; en menant en ce point la tangente, on obtient la direction 
de la trace du plan w sur celui des xy. Comme on connaît aussi son 
inclinaison y sur le plan des xy par l'équation (/'), ce plan est déter- 
miné. 

M. Était. 3 
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Cas où deux forces principales sont nulles. — Supposons, par exemple, 

qu'on ait 

B =12 o, C =1 o; 

on déduit des équations {g) 

X '.^ m A , V rr O, 5 =r. O. 

Ainsi toutes les forces élastiques sont dirigées, suivant Taxe des x et 
sont égales à la force élastique principale A, multipliée par le cosinus 
de l'angle de la normale au plan co avec la force A. 

Sur les déformalions très petites d'un corps. 

13. Occupons-nous ensuite des déformations très petites d'un corps 
solide, puisqu'elles déterminent les forces élastiques développées dans 
ce corps. 

Concevons ce corps décomposé en parallélépipèdes rectangles infi- 
niment petits, dont les arêtes sont parallèles aux axes de coordonnées; 
on connaîtra complètement la déformation du corps si Ton détermine 
celle de chaque parallélépipède. Or il est évident que la recherche de 
la déformation de cet élément de volume se réduit à celle des dilata- 
tions de ses côtés et des variations de ses angles. 

Cherchons d'abord la dilatation d'une très petite droite /qui joint le 
point M ou (-t'».v» ^) au point M', ou 

Désignons par w, r, «' les projections du déplacement du point M du 
corps qui viendra ainsi se placer au point m de l'espace ou 

Désignons aussi par //', r', h' ce que deviennent //, r, u' quand on 
passe du point M au point M'. Le point M' du corps viendra donc en un 
point m' ayant pour coordonnées 
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La droite MM', qui a pour projections ^, yj, l, s'est donc changée en la 
droite mm' qui a pour projections 

(a) l-^u'—ti^ f)-hi''--i', ti-h\v'—i\\ 

Ainsi Taccroissement géométrique de la droite / a pour projections sur 
les axes u' — w, v — r, w* — m^, et, en le projetant sur la droite /, on 
obtient, pour la dilatation de celte droite. 

Or $, Tp s sont supposés très petits; on obtient donc, en négligeant 
leurs carrés, 

, du ., du du ^ 

u' — u — -j-i-^ -j- n -H -7- C, 
aœ ' ay dz 

... , , é/i' ^ é/f d\' ^ 

dx dy dz 

Substituons dans l'équation précédente, puis Taisons 

^ = /cosa, Yî-=:/cos3, Ç=r/cosy, 

a, ^, Y étant les angles de / avec les axes, et nous aurons 
I . du , dv , ^ d^v 

/ dx dy dz ' 

I f dv div\ ^ ( d\v du\ 

"^ \ -^Xïïz^d^) •^«s!3cosy+ [j^- + j,j cosy cos« 

/du dv\ o 

Cette expression donne la dilatation au point M, dans la direction de 
la ligne /, estimée par unité de longueur. Remarquons que, cette quan- 
tité étant très petite quels que soient a, p, y, les six coefficients des 
carrés des cosinus et de leurs doubles produits sont eux-mêmes très 
petits. 
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14. Prenons maintenant pour la ligne / successivement les cotés dx, 
dy, dz du parallélépipède élémentaire, et appliquons la formule pré- 
cédente. Un cosinus sera égal à l'unité et les deux autres égaux k zéro, 
et nous obtiendrons les trois dilatations de dx, dy, dz, 

. du , ^ fiv. ^ div , 

du- dy ■ dz 

ainsi -r ' -7^' t- seront les dilatations linéaires suivant les trois axes 

d.r dy dz 

de coordonnées. 

L'arête dx se changeant en dxii -H y- j et ainsi des autres, le vo- 
lume dxdy dz du prisme se change en 



, . , / du\f d\'\f diy\ , , , / du dv d\v\ 

Donc la dilatation du volume est donnée par la formule 



du dv div 

'J HZ -h -1- ) 

djc dy dz 



et elle est égale à la somme de trois dilatations linéaires, prises sui- 
vant trois directions rectangulaires. 

Cherchons ensuite la déformation des angles du parallélépipède. 
Ces angles, qui étaient droits, prennent, après la déformation, des va- 
leurs que je désigne par 



r TT 7: 

2 






En faisant r^ = 0, w ~ o dans les formules (/>), nous obtenons, pour 
les accroissements des coordonnées de l'extrémité de l'arête dx. 



du , dv . div . 
-— dj\ -r-dx, -r—djr; 
dot- dj' djc 



ainsi les projections de l'arête dx sur les axes fixes deviennent 

/ du\ , dv , d\v , 

\ dx J ilx dx 
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et les cosinus des angles de cette arête avec ces axes sont 

du r/i' d\v 
dju dx djc 

De même, les cosinus directeurs de Tarête dy après son déplacement 
sont 

du d\' d\v 

dy dy dy 

On en conclut, pour le cosinus du troisième angle du parallélépipède 
formé par les deux directions précédentes. 



71 \ du dy 



ou simplement, puisque gj:y est très petit, la première des trois for- 
mules semblables 

du dy 



{d) 



Qj^r 


"^<r 


_i_ 


d.r ' 


ir 


dy 
' dz 


-h 


div 
dy 


^zjc 


diy 

" dj' 


H- 


du 
dz 



Tels sont les décroissements des angles du parallélépipède; ces quan- 
tités sont souvent désignées sous le nom de glissements. Au reste, à 
partir du sommet M du parallélépipède, portons, suivant djc et dy, des 
longueurs égales à l'unité et terminées en P et P'; le point P décrira 

dy 

une longueur égale à — parallèlement à Taxe des j et le point P', une 

r/it 

longueur égale à t- parallèlement à Taxe des j:. xiinsi Tangle droit PMP' 

subira les deux diminutions — et .-; ce qui reproduit la première des 
trois formules précédentes. 



/ l 



15. Dans l'équation (c) posons r— v/r:.y>en choisissant le. signe àz 

de manière que r soit réel, et portons cette longueur, à partir du point M, 
dans la direction indiquée par les angles a, p, y. Le lieu de rcxtrémité 
sera une surface du second degré. En nous servant des formules (d) 
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et en désignant par X, X, Z les coordonnées courantes, nous aurons, 
pour l'équation de cette surface, 



du ,., ^c -,, dK\\ 

d,r ' (iy dz 



\«4- _,M'^-^^Z^-r-^-^.\Z-+-^'.,/A-H^-.^XY^:hi. 



On peut choisir les axes de coordonnées de manière à faire disparaître 
les rectangles, et l'équation se réduit alors h 

d,r a y dz 

Ainsi, par chaque point du corps, on peut faire passer trois plans rec- 
tangulaireSy de manière que les glissements y soient nuls. Les dilatations 
correspondantes sont appelées /^rmajpa/p^. 

Nous avons vu ci-dessus que la droite / ou MM' s'est changée dans 
la déformation en une droite mm\ dont les projections sont données 
par les expressions (a). En ramenant le point m au point M de l'espace, 
sans changer la direction de mm\ les coordonnées x, y, z de l'extré- 
mité m' seront 



/' du \ ., du du ^ 



dj' ) "" dy dz 



en ajoutant quatre termes qui se détruisent deux à deux, nous pouvons 
écrire 

/ du\., ï / de du\ i j du div\ ^ 

\ djcj^' 'A\du: cij'J ' ' 2\dz dw / ^ 

1 /^c du\ I / du di%'\ ^ 

2 \du' dy ) ' "^ 2 \dz djc ) ^* 

D'après cela, nous pouvons partager les expressions de x, y, z en deux 
parties, en posant 

X - a -r rt', Y -— b H- b\ z -rz c -t- c\ 

puis faisant 

/ du\.,\ I 

/ d\\\ ^ I .. I 



fT V ! 

I 
I 



C -L^ 
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et 



, I / dv fin \ I / du 

1 \ Jjc dv ) '?.\dz djL 

1 'î V rfr dz } 2 \dx dy 



, I f du div\ „ ! f dw 



I / (IN mv \ V I / «<ï' <^<i' \ 
•> \ r/;: rA/- / " o. \ dy dz I 

Or, quand un corps solide tourne d'un angle infiniment petit autour 
d'un point fixe, les coordonnées E, r^ X, de chaque point subissent des 
accroissements a\ //, c\ donnés par les formules 

{i() fi'~.qt — rri, h'-- ri- pX, r' .- pn — ql, 

p, q, r désignant les angles de rotation autour des axes des .r, y, z. 
D'ailleurs les formules (/) peuvent être identifiées aux formules (g) 
en posant 

I / r/if ^('\ I /du di%'\ 1 / dv riii\ 



... I / r/if ^('\ I /du d\v\ 



•2 V^*^ dy ) 



Ainsi, aux environs du point M, le déplacement se décompose en 
deux autres, l'un donné par les formules (e) et l'autre par les for- 
mules (/), qui expriment une rotation autour du point M. Et le second 
déplacement partiel ne produit pas une déformation de l'élément du 
corps qui entoure le point M. 

Nous avons vu à la fin du n*' 14 que, par la déformation, l'axe des x 

tourne vers celui des y d'un angle égal \\ ~j- et que l'axe des y tourne 

dans le même sens d'un angle égal à — -. ' ^' l'î^ngle des deux axes 

ne variait pas, ces deux rotations seraient égales, et l'on voit, d'après 
la troisième formule (A), que l'on prend la demi-somme de ces deux 
rotations pour la rotation r de l'élément de volume autour de l'axe 
des s. La même remarque s'applique évidemment à/^ et <7. 

16. Si l'on place les axes de coordonnées au point M suivant les 
dilatations principales, les glissements seront nuls sur les plans de 



Hv 



dz 
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coordonnées, et les équations (^) deviendront 

Donc un point, qui avait pour coordonnées 
aura ensuite, pour ses coordonnées a, /;, r, 

On en conclut que les points situés sur les trois axes de dilatation 
après la déformation, se trouvaient sur trois ménies droites rectangu- 
laires avant la déformation. 

. On obtiendra les dilatations principales par le calcul qui donne les 
axes d'une surface du second degré. En désignant par s une de ces 
rois dilatations, par /w, n^p ses cosinus directeurs et par D^, D^, D. les 
dilatations linéaires suivant les axes des x, v, r, nous aurons ces trois 
équations 

\ A'xr '/' - - ( ^y ~^)n '- 1 A'y . p 10, 
X^'zxni - ÎAV'' -T-(c\--.v)/> — o. 

En éliminant /w, n^p entre ces trois équations, nous obtiendrons cette 
équation en s 

Les trois racines de cette équation sont réelles, et elles représentent 
des dilatations ou des contractions, suivant qu'elles sont positives ou 
négatives. 

Ellipsoïde des dUatalions, 

17. Soit M un point quelconque du corps; comme au n"" 13, menons 
parce point une ligne / infiniment petite. Après la déformation, /de- 



viendra égal à /' et l'on aura 






CONSIDÉRATIONS GÉNÉKALES. 25 

X étant donné par la formule (c), on aura 

/'î~ /î^. 2l^l — cos^à -h. . . -i-^'-y^cosPcos-/ -t-. . 

Comme la quantité comprise entre parenthèses est très petite, on peut 
remplacer le facteur /^, qui la multiplie, par /^, et Ton a 

(a) /*= /'-— 2/'M -^- cos*3£ H- . . . 4-^'-^- cos(3 cosy ^ ... 

Par le point m, où s'est placé M, menons des axes de coordonnées des 
j/, y\ z* parallèles aux premiers, et, en désignant par x\ y\ z' les 
coordonnées de l'extrémité de /', nous aurons 

/'cosa:=a', /'cos[3=j', /'cosy = -3', 

la direction de la droite / s*étant modifiée extrêmement peu. Donc 
l'équation (a) devient 



dx 



OU 



''= ('-^Ê)-^"-^»w^' 



4- ( I — 2 7- 1 y'^—ig^x^'^' 



(-»l)>-- 
(-=£)-- 



Ainsi la sphère, dont le centre était en M et dont le rayon était /, s'est 
changée en un ellipsoïde dont le centre est en m. 

En remplaçant les glissements g par leurs valeurs, on obtient 

/ dKv\ (du dv\ . , 

M. - FJust, 4 
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et, comme on néglige les carrés des dérivées de w, v^ «-, cette équation 
peut s'écrire 



\ ' djc ' dy " dz ) 

\^ ^^' ' ^y ** dz ) 



(= 



d,r *^ c/k "* û?3 



En égalant à zéro ces trois carrés, on obtient, comme on sait, trois 
plans diamétraux conjugués de rellipsoïde. Les équations de ces plans 
sont 

, ,du , du , du 

x' —x'- h >^ :7- -h ;: -j- > 

dx ' dy dz 

, , dv , dv , dy 

-^ dx -^ dy dz 

, , dw , d\v , div 

Z' —X'-;j- -hy'-r- H- 3' -7-. 

dx ^ dy dz 

Or, avant la déformation, u, r, iv étaient nuls, et ces trois équations se 
réduisaient à 

.r'=::0, y=0, Z'^0, 

qui sont les plans de coordonnées pris rectangulaires. On en conclut 
ce théorème ; 

Trois droites rectangulaires entre elles avant la déformation se chan- 
gent, après la déformation y en un système de trois diamètres conjugués 
de l'ellipsoïde des dilatations. 

Expressions des composantes des forces élastiques au moyen 

des déformations. 

18. Nous avons déjà dit que, lorsqu'un corps a subi une déformation 
dans laquelle on n'a pas dépassé la limite d'élasticité, on peut de la 
déformation de chaque élément du corps conclure les forces élastiques 
qui y sont développées. Or cette déformation est indiquée, comme 
nous avons vu n** 13, par les trois dilatations linéaires Dj^, ^^, D, et par 



r f 
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les trois glissements ^^-, ^,^, g^y donnés par les formules 

ds' ffiv div du du dv 



^^"- dz ^ dy ' ■"=•""" dx ^ dz' ^^^~ dy ^ dx 

Donc les six composantes des forces élastiques sont des fonctions de 
ces six quantités. 

Concevons ces composantes développées d'après la série de Mac- 
laurin suivant les puissances de ces six déformations; puis, regardant 
ces six quantités comme très petites, supprimons les termes qui les 
renferment à un degré supérieur au premier. Comme les forces élas- 
tiques sont nulles s'il n'y a pas de déformation, nous poserons 

Y,= A,^^4- Bj:)^.-4- C2:^--+-HjA'^.3-+- Ks^'cx-H l^tgxy, 
Z3 =:: Aa^ïj:-!- Bjc^-h Csi\H- ^^^i^y^•\- Kj.iTc^-H \.^gxr^ 
X^zz^rX.,^^^ llî,,.\-+- C|c\-+- \),gy^-\- ^',é'=a- ^-CiÀ'.rr, 
Z, ^ ol>|i>ar+ ^♦i»îî>y-t- CjcV-f- /J8^:^-s-H cH'î^'zx-^ G/^'^r» 

Xs— A.3^^-h ilUa^ïy-i- ^î^z-H /Jsé'r^-^- ^^^3^cx-+- -CsA'^r- 

Il résulte de ces formules que, lorsque les dilatations D et les glisse- 
ments g changent de signe en conservant leurs grandeurs, les forces 
élastiques conservent aussi leurs grandeurs en changeant seulement 
de sens. 

Nous venons d'obtenir ces formules en regardant les D et les ^ comme 
très petits; il est évident qu'on peut les prendre suffisamment petits 
pour que ces formules soient admissibles; mais on ne peut affirmer, 
a priori, que ces formules soient suffisamment exactes dans la pratique. 
C'est à l'expérience à vérifier que les résultats théoriques qu'on déduit 
de ces formules sont conformes aux faits, et cette vérification a lieu 
effectivement. Au reste, la proportionnalité des forces aux déforma- 
tions qu'elles produisent dans les limites d'élasticité est un fait qui a 
été remarqué dans des cas particuliers, bien avant la création de la 
théorie de l'élasticité. 

Le corps étant supposé homogène, les trente-six coefficients des for- 
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mules précédentes sont constants; ils dépendent non seulement de la 
nature du corps, mais encore de son orientation par rapport aux axes 
de coordonnées. 



Travail élémentaire des forces élastiques, 

19. Considérons l'instant où un corps solide homogène passe d'une 
déformation à une déformation infiniment voisine, en sorte que les 
déplacements w, ^, w de chaque point {oc^ y, z) de ce corps subissent 
des variations Sw, o^, Sm^. Le mouvement est donné par les trois équa- 
tions (n** 7) 

d\^ d\^ . 



f/'« 


'/X. 


^ dt^ 


d.r 


d-i- 

p-d? 


d\\ 

" dx 


d'if 
P -dt^ 


dl, 

~ dx 



dy dz 

d\^ , d\^ 
dy dz 



pB, 



dy dz 

A, B, C étant les sommes des composantes des forces extérieures. 

Multiplions ces trois équations respectivement par hidxs, Is^dxs, 
ùwdts, dtn étant un élément de volume du corps, et intégrons dans 
toute l'étendue du corps; nous aurons 



f' 



en posant 



et 



d^ii ^ dU' ^ ^*'^' 'v \ ^ ,- . r- 

_ o„ + ;^ or -,- — o.rj rf^ ^ c^, -- ç,. 



ç^, — y ( A ou 4- B «îi' -h C OU') p dvs 



--/[ (S 



''^' -i- ^'^ ) ô« 



dy dz 

\ d v dy dz J 

(T, est le travail des forces extérieures et ^"a est un travail qui provient 
des forces élastiques. 
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Désignons par X, [x, v les angles de la normale extérieure à la sur- 
face du corps avec les axes de coordonnées, et soient U, V deux fonc- 
tions des coordonnées x, y, z d'un point du corps. Alors, d^j étant 
l'élément de la surface, on a les formules connues 

Ç\} Ç^dm-.zf\]y cos >. dfj - f\-f^ dw, 
I U ^— dny -- I UV cos ^fd^ — i V -y- dx^. 

Si Ton applique ces formules à tous les termes de ç^j, on obtient 
en posant 

ôC^ = -^ /"[ (Xi cosX -H X, cosuL -h XjCosv)dM 
-f- ( Yi cosX -f- Y, cos/x -h Y3 cosv) de 
-+- (Z, cos). -+- Zj cos/x -h Z3 cosv) Ô(V] ^<T, 

.(v,.*..v..|-.-v.4) 

Dans l'expression de o(j, les coefficients de ow, or, ùw sont égaux 
aux composantes des forces exercées a la surface du corps (n® 6). Dé- 
signons ces composantes par Fj., F^, F., et nous aurons 

èc; —f(FjcSu-^ Fy Oi' H- F. ocr) d(7. 

Ensuite Sf s'écrit immédiatement 

(b) off^ - /' ( X, ^^^ ^ Y, o^y -H z, oc\ -^ Y, a.-y, -^- Z, ^^^,^ -^ X, o>^^ ) dm ; 

cÇ représente le travail élémentaire des forces exercées à la surface 
et S-f représente évidemment le travail intérieur des forces élastiques. 



3o 
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20. Si Ton regarde ou, Oi^, Civ comme des déplacements virtuels, 
réquation (a) représente le principe des vitesses virtuelles étendu au 
cas du mouvement. Dans le cas de l'équilibre d'élasticité, le premier 
membre de la formule (a) sera nul et elle se réduira à 

Tj-i- 5*1 = 

OU à 

oJ -H d(J 4- ^1 -- <) 

OU encore à 

(c) o^ -^ / o(A ou -+- B ôv -':- Coir)r/Gj -h / (Vj-OU -^ FyÔV 4- FcÔir)^/(J = o, 

àf étant donné par la formule (b). 

C'est sous cette forme que, dans la suite, nous appliquerons l'équa- 
tion du principe des vitesses virtuelles. Elle sera très commode dans 
l'emploi des divers systèmes de coordonnées; elle donnera non seule- 
ment les équations qui régissent le déplacement de chaque point du 
corps, mais encore elle fournira les conditions à la surface, F^r» Fr» ^z 
étant les composantes données de la force appliquée à chaque point de 
la surface. 

On passera du cas de l'équilibre au cas du mouvement en rempla- 

çant, dans l'équation (r), A par A j-^y .... 



Réduction ù 21 du nombre des coefficients des expressions 

des composantes élastiques, 

21. D'après l'expression de oJ, le travail des forces élastiques sur 
l'élément dxs, estimé par unité de volume, a pour valeur 

Selon ce qui a été remarqué par Green, cette expression doit être la 
différentielle totale d'une fonction P par rapport aux dilatations et aux 
(glissements; car, si cette expression est une telle différentielle totale, 
en imaginant une suite de déformations qui ramènent le corps à l'état 
primitif, il ne se produira aucun travail, tandis que, dans le cas con- 
traire, la même suite de déformations engendrerait un travail, qu'on 
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obtiendrait en regardant le signe S comme la caractéristique d'une dif- 
férentiation par rapport au temps t et en intégrant par rapport à /. 
L'expression (a) étant une difTérenticlle totale, il en résulte 

— ^ = i5 équations de condition, ce qui réduit à 21 les 3G coefficients, 

ainsi que Ta remarqué Green. 

Les quinze équations de condition sont de cette forme 






3 

- , • • • > 



et, en employant de nouvelles notations, nous poserons 

B, i== A, = d, C, A3 — <?, C2 - B3 — /, 

U| =^ ftl-Ji 3= /|, Kl = a'Vflj ~ " /f| , J^j. irr c-ls^ zz: Aj, 

H, — irt>, = /j. Kj— llîij-- ^„ Lj ^ llîî,— X2, 

llj = C^i = I3, K3 ^-Z C^j Z— /îj, L3 = <^z = A3, 



Forme générale des équations de V élasticité, 

"22. D'après les réductions que nous venons d'obtenir dans les coef- 
ficients des expressions des composantes élastiques données au n" 18, 
nous obtenons les formules suivantes : 

Yj z.-d:>j, -^b^y -T- /c\ -f- /j /^y= -f- h^ g-jc-^ ^s A-'xy, 

Zj -- e c>;p -h /i\ -I- C c^. 4- /a gyz 4- /i3 ^cx -^ ^3 gxyy 

Va = A ^X -H /j i)y -i- /s ^C -+- «1 ^rS -H ^1 gzx -^ ei ga;y. 

Zi m /il :»a: -H //î c\ -h /I3 i^- -+- ^1 /ÎTrs -+- ^1 A'cx -H /, A'ary, 
X, - : X-, ^^ 4- Xj ^y -h X-a c\ -h e, ^j.- 4- /, A'-o: + ^l ^xr- 

Les équations de l'équilibre d'élasticité sont (n** 4) 

^Xi d\i d\i . 

da; dy dz " 

^/Z. ^* f/Z, 
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et, comme les composantes élastiques contiennent au premier degré 
les dérivées de //, i% w, les équations (a) seront linéaires et du second 
ordre par rapport à ces quantités. 

Représentons par les symboles ^, yj, t les signes de dérivation j-* 

-^y ^; ainsi \^u, \r^s^ représenteront respectivement ^> d d ' "^'^'*^ 

les équations {a) pourront se mettre sous la forme symbolique sui- 
vante 

{b) I Pm -i-^lli -i-Ltv 4-pB — o, 

( M M -h L i' M- ^i^r -h pC — o, 

4^, OîV, <Jt\ L, M, P étant des polynômes symboliques homogènes et du 
second degré par rapport à i, Tj, t^ et Ton trouvera 

dK --Ci;* -+- 6yî* + a,Ç*-f-2/,Yî^ H- 2 6', Cl -h 2A-,|ri, 
a' — 6,;*-ha,Tn--hcÇ* -f-2/3riC -f-2//3Ç;-f-2^/i|t), 

P Z3 X',?^-^ k,n^ -^ ^,;--^ (ei -+- /i,)r,Ç 4- (/, 4- /JC; -f- (e/ 4- c, )|r,. 

Considérons ensuite la fonction des six symboles Ç^, r^*, ^*, 2Y)s, 
22[i, 2$yi, regardés comme indécomposables, 

^ ^ ^ 

+ A,2^;.Ç«4-/,2T,;.ï)*+/,2ï)C.C*4-c,ï'.r,«-i-6,?«.Ç' 

-+- •—> — '(2r,;)'+ — ^(2çC)'h ^(2|n)« 

•4 4 «4 

2 * 2 2 ^ ^ 

Nous obtiendrons les quantités ^, on., <i\ L, M, P, en prenant les déri- 
vées de respectivement par rapport k ^-, y]% ^^, 2r^!I, 2^^, 2Çr^; ainsi 



t » 
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les équations (b) prendront cette forme 

^e d& d& 

d{i^) d(2lr]) d{2t:^) 

. dS dS dS ^ 

d{2ct)) d(f\^) d(2rX) 

dS dS dS ^ 
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que j'ai déjà donnée dans mon Mémoire Sur la dispersion de la lumière 
{Journal de Liouville, 1866). 

23. Faisons une transformation de coordonnées rectangulaires, in- 
diquée par les formules 

I.r z-z mix'-h nu v'-f- nt^z', 

alors les 21 coefficients «, 6, c, ^|, ... seront, dans les trois équa- 
tions (i), changés dans d'autres que nous désignerons respectivement 
par a\ h\ c\ k\y On a ensuite les formules symboliques 

d d d d 

d^^^'^'dx^'''Ty-^P^Tz' 

d d d d 

dy' dx dy '^ dz 

d d d d 

d^ ^'^^dr-^^'^d^-^f'^dz' 

Si nous remplaçons non seulement ^> -7-> -,; par les symboles Ç, r^, J^, 
mais encore j-7> ^j ^ par ^', y]', J^', ces dernières formules s'écriront 

et, d'après les relations qui existent entre les cosinus m, /?, /?, on en 

M. — ÉiasL 5 
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déduit encore 

formules toutes semblables aux équations (d). 

De ces formules, nous déduirons Ç*, r^^, J^^, 2Y]Î^, 2JIÇ, 2$y), et nous 
aurons 

• • , 

2^ri rz 2mi/<,^'*-h 2/w,/i,ri'*-h 2m3/*3Ç'*-h {m^n^ -\- m^nf)2ri'^' 
(^3/1,4- mj/i3)2C';'H- (/M,/ijH- /W2/i|)2ç'rî', 



formules dans lesquelles nous devons considérer $'^, y)'*, ..., 2?'y]' 
comme des signes indécomposables, de sorte que, par exemple, 
2^'y)'.2Î^'$' n'équivaut pas à 2l''\2rf^\ Par Temploi de ces formules. 



la fonction se change en la suivante 



e 



'=^a''y-^^{r^''y-^^i(^''r'^^'i'^i'r/.^^^ 



et l'on aura, au lieu des équations (b), les suivantes 

J^^/4- P'r'-h M'k''4- A'^ o, 
dans lesquelles ^', olL', . . . , P' seront les dérivées de 0' par rapport à 

Si nous supprimons le symbolisme dans la fonction 0, les 21 termes 
qui y entrent se réduiront à i5 seulement, et son expression se chan- 
gera dans la suivante : 

Jb_-;*-h -ri»-^-:*4-2/M;'r3-h2X-.;r)=»-}-i//,£-^;-f-2//,çÇ^ 

La transformation de coordonnées précédente changei*a x en 

X' ^ i' r* + 'i.' y,'» -.-... + , (/•; + 2,/; ):'*^'r/. 
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En remplaçant les lettres ^, r^ C par les coordonnées a\ y, z d'un 
point et doublant la fonction 01;,, nous pouvons dire aussi que le poly- 
nôme 

-h iiij^z -h ^l^yz^-^ 2{d-h 2Ci)x^y^ -]- 2{e -\- 2bi)z^x^ 

-f- 2(/H-2a,)y*3« 4-4(^1 -f2/,)x»/^-^4(/i,4-2e,)j«;;j7-h4(A'3+2rf,)3»j:v 

se changera, par la transformation de coordonnées, en 

rt'x'*+ 6y*-i-. . .4- Mk'^-{-2d[)z'^x'y, 

L'équation 

F = i 

représente une surface du quatrième degré, que nous appellerons sur- 
face indicatrice. Il est évident qu'une transformation de coordonnées 
qui simplifiera l'équation de cette surface simplifiera aussi le plus 
souvent les équations {b). 

Cas où le corps possède un axe d*isotropie, 

24. Examinons le cas où le corps possède en chaque point un axe 
d'isotropie, c'est-à-dire un axe tout autour duquel il a la même élasti- 
cité. Prenons-le pour axe des z. La surface indicatrice sera de révolu- 
tion autour de cette droite, et son équation pourra s'écrire 

'X>(x*-hyy-\-2\\\y{x^-i-y^)z^-hez'^=:l 

ou 

'l X^-f- ..i,J*-+- ^Z* -f- 2\lti V-5*H- 2\\\^X^Z*-h2J{,,X^r^=:l, 

En comparant le premier membre de cette équation à l'expression 
de F, on obtient 

k^~ki=hiz=ih^— 1^—1^=0, /i= — 2/1, /ij= — 2^1, k^— — 2di, 
{e) \ a :=z b =z ^\pj c = 3, d=-tA-y — 2C|, 

e = iil> — . 2/>i, /=i»i» — aaj. 
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b'après cela, la fonction devient 

^ ^ JL 

ill» — a^ , ^,, \»îï — b^ , ^^.^ al' — C| , y ._ 
-+- 7— ^(2TnO*H ■^(2>:cy-{ -^— i(2$rî)» 

^2cï.2Y)C— -^^.^Yî.ayjÇ— î^2;y3.2HÇ. 

*? ' 2 2 " 

Toutefois la condition que nous avons exprimée n'est pas suffisante ; 
il faut plus généralement que la fonction ne change pas quand on 
fait tourner l'angle droit des xy dans son plan d'un angle quel- 
conque a. Alors les formules de transformation de coordonnées se 
réduisent à 

avec 

/?i,i= /!,=: cosa, /njr= — /ii = --sina, 

et, par conséquent, les expressions à substituer dans sont 

2CtQ = /2|.2;'Î -|-/I,.2Yî'Î, 
«?;; — Wi.2;'Ç -+-/7l2.2Yî';, 

Do ce calcul on conclura les nouvelles relations 
et la valeur définitive de est la suivante : 

4 4 4 

Kilo n<' renferme donc plus que cinq coefficients : ^i,, c, ub, a,, c,. On 
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obtiendra ensuite les composantes des forces élastiques, en faisant 
les réductions indiquées par les formules (e) et (/) dans les expres- 
sions données au n^ 22 pour ces composantes. On a ainsi 

Y,= (X — 2Ci)^jc -^ ^^^y-h (lib — 2Ûfi)Z>-, 

Z3 = (Dl> — 2ai)^jc-h (\iî) — 2a^)^y -h 3i>-, 



Cas où le corps est isotrope, 

25. Dans le cas où le corps est isotrope, l'expression précédente 
de ne doit pas changer quand on permute Taxe des z avec celui des a? 
ou celui des j, c'est-à-dire lorsqu'on permute X, avec H ou y). 

On en conclut les égalités 

et l'expression de devient 

+ "^— [(2Yî?r-+- (3C0*-+- (2;^)*]. 

D'après ces réductions entre les coefficients, les composantes des 
forces élastiques deviennent 

Xi = X^a: H- (X — 2ai)i)j. 4- (X -2a,)i)., 

Y, -r.XD^ -h (X — 2a^)^z -+- (X — 2a,)D;p, 
Z3 = XD, -h (X — ia^)^x-^ {X — 2ai)Dy, 

Si nous posons 
et si nous désignons par u la dilatation de volume, nous aurons ces 
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formules : 

"J = <)a; -+- t^r -T- ^zf 

Xl = >/J -h 2lJ.^j.y Y, =lXgyZ* 

Yj = Xu -+- 2 fX Dy, Zi r= f/^car, 

Z3 — ).'J H- 2 |JL Da, X, = jl^xy 

Coj où le corps a un plan de symétrie, 

26. Supposons que le corps ait un plan de symétrie et prenons-le 
pour plan des œy. Mettons les équations de l'élasticité sous la forme 

^e d% dS 

tt^ -h -r^w-r i' -4- -TT — ::v- w -I- A — O. 



, dQ dS dS ^ 

^e ^e r/e 

Si l'on change Taxe des z en son prolongement, A et B restent les 
mêmes et C change de signe seulement. Donc, pour que le plan des xy 
soit un plan de symétrie, il faut que les trois premiers termes de ces 
deux premières équations ne changent pas et que les trois premiers 
termes de la troisième équation changent de signe. Or remarquons 
que, si l'on change Taxe des :; en son prolongement, w se changera en 
— wetdz se changera en — dz, c'est-à-dire î^ en — ^. Il en résulte que 
les trois premiers termes des deux premières équations {g) ne change- 
ront pas par le changement de «^ en — iv et de ^ en — ^, et que les 
mêmes termes changeront de signe dans la troisième équation (g). 

On réalisera ces conditions en ne laissant dans 6 que des termes qui 
ne renferment pas la lettre s ou la contiennent un nombre pair de fois, 
et Ton aura ainsi 

^ ^ ^ 

-+-a,T)».Ç»H-6,Ç«.?»+c,ï«.t)' 
H-rf,.2£n.Ç=+=^^(2riÇ)'+î±-*!(2Ç^)« 

4 4 

4 2 
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On fait donc, dans l'expression générale de 0, 

(/i) A, r= A, = A3 --- /j =: /s — /, — o, /i -- e, — O. 

S'il existe un second plan de symétrie rectangulaire sur le premier, 
nous pouvons supposer que c'est le plan des œz; alors devra con- 
tenir dans chaque terme la lettre y] un nombre pair de fois, et l'on aura 
ainsi 

4 -I 4 

La fonction renferme alors neuf coefficients distincts qui s'expriment 
au moyen des neuf quantités 

a, b, c, au ^i, c,, d, e, /, 

et, outre les égalités (A), nous avons les suivantes : 

ATi 3t A"j -Tz: X'3 = 0, ^1 = O. 

Remarquons que la dernière expression de renferme aussi la lettre Ç 
un nombre pair de fois dans chaque terme, ce qui indique une symé- 
trie du corps par rapport au plan des yz. On en conclut qu'un cristal, 
qui possède deux plans de symétrie rectangulaires entre eux, en pos- 
sède toujours un troisième, rectangulaire sur les deux premiers. 



Sur V hypothèse de l'attraction mutuelle des molécules d'un corps solide 

suivant une fonction de la distance, 

27. Supposons qu'un corps solide soit composé de molécules qui 
s'attirent ou se repoussent mutuellement suivant une fonction de la 
distance, sans être assujetties à de certaines liaisons, telles qu'on en 
considère en Mécanique analytique. Nous allons alors démontrer que 
les 21 coefficients qui entrent dans les expressions des forces élas- 
tiques se réduisent à i5. 
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Soient x, j, z les coordonnées d'une molécule m, et ic -h a, j^ -h p, 
5 -+- Y celles d'une molécule m! extrêmement voisine, et à la distance r 
de la première; puis désignons par mm'(f(r) la force exercée par/w' 
sur m et que nous prendrons positive ou négative, suivant que l'action 
sera attractive ou répulsive. Si l'on pose 

les composantes de cette action seront 

mm'(x/{r), mm'^/{r), mm'yf{r), 

et, dans l'état naturel du corps, pour que la molécule m soit en éq-ui- 
libre, il faudra que la résultante de toutes les actions semblables exer- 
cées sur m soit nulle, ce qui donne les trois équations 

(1) 2m'a/(/-)^o, 2m'(3/(r):^^o, Im'y f{r) -=.0, 

le signe S indiquant une somme qui s'étend à toutes les molécules m' 
situées dans la sphère d'activité de m. 

Supposons un dérangement infiniment petit des molécules. Alors 
soient w, r, w les composantes du déplacement de m, et soient u -h Aw, 
{^ -^ Hv, w -^ Hw ce que deviennent les précédentes quantités quand on 
passe de /w à m\ et désignons par p l'accroissement de r. Les projec- 
tions de r-h p sont 

a -h Aw, (3 H- Ar, y -h Aiv, 

et Ton a, par conséquent, 

(2) (r H- p)'— (a -h Aw)»-f- ((3 -\- Ar)»4- (y -h A«v)\ 

La résultante des actions des molécules m' sur m a pour compo- 
santes 

Si l'on désigne, de plus, par A, B, C les composantes de la force exté- 
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rieure, le mouvement de la molécule m sera donné par les équations 






T - -^"^\^ -^ ^")/('' H- p) -^ A, 



(3) {"^ ^^m\ 3 -+. Ar )/( ,. -H p ) -4- B, 

De Téquation (2), on déduit 

Cf. ^11 -H J3 Ar H- y Air 



= 



/• 



h cause de la petitesse de Aw, A^, Am^, p. Pour la même raison, en ayant 
égard aux équations (i), on peut mettre les équations (3) sous cette 
forme 

Regardons les premiers termes qui renferment y"(r) comme très petits 
par rapport aux seconds qui renferment -/;> et, en remplaçant p par 
sa valeur, nous aurons les équations suivantes : 

^*w _'^ ^ a'Aw -h aj3Ar 4- ay Ail' . 
d^v _^ ^/ «(3 A// -h ;3^ Ai-' -4- 3y Air 

d}Kv '^ ^f ^y ^" ■^~ ?y ^*^ "^ y* Air 

Les quantités Au, A(^, A^ peuvent s*obtenir d'après la formule 

. du du a du 

\ fd^u , d^u^^ d^u , d'^u . ^/i d'^u ^\ 

M. — Éiast. 6 
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Pour que, après la substitution des expressions de Aw, Ar, Aiv, les 
équations précédentes soient de même forme que celles de la théorie 
de l'élasticité 



(5) 



dt^ 



= 4^1/ -f- Pt^H- Mw-î- pA, 



trouvées ci-dessus (n®22), il faut supprimer les sommes multipliées 
par les dérivées du premier ordre de w, v^ w^ sommes composées de 
termes du troisième degré par rapport à a, p, y, et qui peuvent, en 
effet, être supposées nulles en général, comme composées de termes 
égaux et de signe contraire. Alors, en représentant encore par les 

fi ri ri 

symboles Ç, r^, s les signes -t-> -t-.> -fz^ les équations du mouvement 
prennent la forme suivante 



(6) 



d}u 
dt^ 

d^v 

d^iv 
IF 



-^'u -+-P'i 



/*. 



M^V-r^A, 



P'm -4-Orc'rH-L'fv H-B, 



— Wu-\-\Jv -i-iri^-+-c. 



où 4^', P', ... seront des polynômes symboliques homogènes et du 
second degré par rapport à $, r^ s- 

28. La formule de Taylor, appliquée aux accroissements Ai/» Ar, Ai^% 
donne aussi ces formules symboliques 

A« = (e»'-^?n-^Ys— i) 1/, . . .; 



on en conclut ces expressions 






.'— V "' ■=»<'/ 



P' =2 7 «i^ ^ (e'^-Pn^TÏ- , ^. 



Il en rt-Aulte que ces six fonctions symboliques sont les dérivées se- 
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condes d'une même fonction 0' et qu'on peut poser 

4^^._, ')rL^-^^, ^~7?çr' 






en faisant 



e =2-7 717' [^*^^^'^^^ — ' - (=5^; -H ?t) -+- yO ^ — ^- ^— J. 

Ces formules ont été données par Cauchy. 

Afin d'obtenir pour 4^', P', ... des polynômes du second degré en ^, 
T^, t, nous réduirons 0' h 



dr 2.3.4 



OU encore nous poserons 



12 19. 12 . ^ 

expression qui renferme i5 coefficients seulement. 

Il est facile de prouver que les équations (6) ne sont qu'un cas par- 
ticulier des équations (5). Prenons la densité p pour unité, et il s'agit 
de prouver qu'on peut satisfaire à ces six égalités 

j^ = jCf ;)K=ion.', ^£=zr, l^l'. m=:M', p = p', 

quels que soient les coefficients de 0'; on trouve ainsi qu'il suffît de 
poser 

/jrrzSGj, Aii=3H8, Â, r=:3Gi, 

/,== 3H2, /(Pj^3G3, /r2=3Hi, 
/— a,:=2D, A-3=e/,i=:L3, ej— ^j=:L„ 

e=::6i=:2E, /, ~/i zn Li, 6^ =^ Ci rin 2F. 

En définitive, les trois fonctions L, M, P renferment des termes en r^^ 
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X,\, $Y), qui ont pour coefficients les six quantités 



V. 



^':X-^d\j ^l-4-/'2, ^-+-/l, 

composées de deux termes, qu'il faut prendre égaux pour passer du 
cas général des équations (5) aux équations (6). L'égalité de 12 coef- 
ficients deux à deux réduit ainsi à i5 les 21 coefficients du cas gé- 
néral. 

Si l'on n'avait pas regardé comme nulles les premières sommes qui 
se trouvent dans les seconds membres des équations (4), on n'aurait 
pu identifier ces équations avec celles de la théorie de l'élasticité. 

Il est très important de voir ce que deviennent les formules rela- 
tives au corps isotrope, trouvées n** 25, quand on le suppose composé 
de molécules qui s'attirent ou se repoussent suivant une fonction de 
la distance. Dans les équations (e) du n° 24, il faut faire /= ai ; on a 
donc \s\> = 3a, ; par suite. 

Nous verrons que les expériences prouvent que cette égalité n'a pas 
lieu, mais que le rapport ~ a une valeur variable avec la substance. 



CHAPITRE IL 

CORPS ISOTROPES. — SOLUTIONS DE QUELQUES PROBLÈMES 
SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ DE CES CORPS. 



Dans le premier Chapitre, nous nous sommes occupés des propriétés 
des corps solides élastiques homogènes, pris dans toute leur généra- 
lité. Nous allons maintenant supposer que les corps sont isotropes et 
résoudre quelques problèmes fort simples sur leur équilibre d'élasti- 
cité. 

Nous avons vu que, dans ce cas, les expressions des composantes 
élastiques dépendent de deux coefficients X et [x. Si X est différent de (jl, 
il faudra en conclure (n° 28) qu'un corps solide isotrope ne peut être 
considéré comme un assemblage de molécules libres qui s'attirent ou 
se repoussent mutuellement suivant une fonction de leurs distances, et, 
à plus forte raison, cette hypothèse ne pourra être admise pour les 
corps hétérotropes. Or les solutions des problèmes que nous traiterons 
nous donneront des formules qui, comparées avec les résultats de l'ex- 
périence, montreront queX est différent de (x. 

Équations de r équilibre d* élasticité , 

1. Si Ton désigne de nouveau par m, ^, w les projections du dépla- 
cement de chaque point du corps après la déformation, la dilatation de 
volume en chaque point sera 

du r/i' d\v 

dx dv dz 
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et les composantes des forces élastiques auront pour expressions 

VI ^" ^rr, (dv dw\ 

X. = >v + .,.5^, \3 = Z,=f*(^^ +^j, 

Y, = Xu + af*^, Z. -.X, = f*(^^4-^j, 

En substituant ces expressions dans les équations de l'équilibre d'élas- 
ticité 



\ d\i d\^ dX^ . 

dx dy dz ^ 

,dY, dY, dY, ^ 

dZi dZi dZ^ p 

d^r dy dz " ' 

nous obtenons les équations suivantes auxquelles doivent satisfaire les 
déplacements i/, r, w, 

,> . dv (dru d^u d*u\ . 



,^ ^du (d^w d}w e/*(v\ ^ 



o. 



Si l'on fait X = (ji, on obtient les équations trouvées directement par 
Navier, en supposant que les molécules agissent l'une sur l'autre sui- 
vant une fonction de leur distance; car Poisson a considéré le premier 
les forces élastiques exercées sur un plan et établi les équations (i). 

En outre, on a à satisfaire à des conditions aux limites, exprimant 
quelles sont les forces appliquées à la surface du corps; ce que l'on 
fera en appliquant le théorème de l'équilibre du tétraèdre (Chap. I, 
n^6). 

2. En se rappelant la valeur de u, les équations précédentes peuvent 
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> » 



aussi s écrire 



. ,dj [ci (du dv\ d ( d\v duW . 

^^•^''^^-di^^XTyKry- Tx)- d\d-x- dl)\^^^^''^ 

,dj V d fdv d»'\ d (du dvW 

,. ^ dj V d ( dw du\ d fdv dwW _, 

Employons cette notation bien connue 

d^-j d^xj d^\j . 
da;^ ^ dy^ dz" ' 

puis différentions les trois équations précédentes respectivement par 
rapport à x^ y, z, et ajoutons; nous aurons 

Si la force extérieure est nulle ou» plus généralement, si ses compo- 
santes A, 6, C satisfont à Téquation 

d\ dB dC 

l'équation (3) se réduira k 

(5) Auz=o. 

L'équation (4) a effectivement lieu si les composantes A, B, C pro- 
viennent d'attractions ou de répulsions de centres fixes, s'exerçant en 
raison inverse du carré de la distance. Alors, en effet, A, B, G peuvent 
se mettre sous cette forme 

A _ ^ i, ^^ r ^*' 

A — -j— 9 D — -j-9 Lt = -j- y 

dx dy dz 

et Ton a l'équation (4) ou 

(6) AF = o. 

Si le corps, au lieu d'être en équilibre d'élasticité, subissait un mou- 
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vement vibratoire, on devrait remplacer A, B, C par 

d'U d^K' d^iv 

""77^' ■""^' ~'dt^' 
et l'on aurait, au lieu de l'équation (3), 

Formons le A de la première équation (2), c'est-à-dire formons-en 
les dérivées secondes par rapport à a% y, 5, et ajoutons les trois résul- 
tats. Alors, d'après les équations (5) et (6), nous aurons 

A Aw =1 o; 

nous aurons de même 

A Ai' = 0, A Aw =:^ o. 

Les composantes des forces élastiques sont des fonctions linéaires 
des dérivées 1/, r, u' par rapport à x, y, z; il en résulte que chacune 
de ces composantes K satisfait à l'équation 

AAKiriO. 



Corps soumis à une pression uniforme sur toute sa surface. 

3. Lorsqu'un corps isotrope est soumis à une pression uniforme sur 
toute sa surface, telle que celle d'un gaz, il est facile de vérifier que le 
corps se contractera en restant semblable à lui-même. Si l'on désigne 
par (a, ^, y) le centre de similitude et par (a;', y, 5') le point(j?, ^»5) 
après son déplacement, nous pourrons poser 

x'- a =z X'(x - a), /- ;3 = k{y - ;3), 5'- y = k{z - y), 

/'étant le rapport de similitude. Remplaçons^;', y, s'par a?4- 1/, ^ -+-*'• 
iv^ et nous aurons 



i,^_(,_X-)(x-a), r = -ti-X)(jK-?), »v = - (i - Ar) (;; - y) 

ou, en remplaçant 1 -- k par a et négligeant des parties constantes qui 
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ne peuvent correspondre qu'à une translation du corps, 

(a) . M — --«a:, v—. — ay, w — — az. 

Si l'on néglige les forces extérieures, qui se réduisent en général à 
la pesanteur, on reconnaît que ces expressions satisfont aux équa- 
tions (2). 

D'après les formules (a), on peut former les composantes élasti- 
ques, et l'on trouve que les composantes tangentielles sont nulles et 
que les composantes normales sont toutes égales a — (3X -h i\k)a. Dé- 
signons par P la pression exercée à la surface du corps, et nous aurons 

P 

P ---- (3X 4- 2u)«, a— —r- — , 

en prenant la quantité P positive. 

Appliquons ce problème au piézomètre d'Oersted. Use compose d'un 
vase qui contient le liquide dont on veut mesurer la compressibilité; 
ce vase est muni d'une tige capillaire ouverte, un index d'un autre li- 
quide termine le premier liquide. Cet appareil plonge dans un vase fermé, 
à fortes parois, rempli d'eau que l'on comprime en tournant une vis. 

Le vase intérieur est ordinairement cylindrique; mais laissons sa 
forme entièrement arbitraire. Les formules précédentes peuvent être 
appliquées à ce vase, dans lequel nous n'avons pas à distinguer la 
surface intérieure de la surface extérieure, puisque le vase est ouvert 
et que la pression est la même sur les deux surfaces. En désignant par 
a la contraction linéaire, par — u la contraction cubique de cette en- 
veloppe, par X, \k des coefficients qui se rapportent h sa substance, 
enfin par P la pression exercée par la compression de l'eau, nous 

aurons 

P 3P 

a — > — u -- -^ • 

Ainsi le corps creux, qui contient le liquide à essayer, subit exacte- 
ment la même contraction qu'un corps solide plein, de même matière 
et terminé par la même surface extérieure. Donc le déplacement de 
l'index dans le tube capillaire donnera la différence des compressibi- 
lités cubiques du liquide et du verre qui le contient. 

M. — Èlait. 7 
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Allongement d'un corps prismatique par la traction. 

4. Supposons un corps prismatique dont la longueur est verticale. 
Mettons Taxe des z vertical et dirigé de haut en bas, et plaçons l'ori- 
gine des coordonnées sur la base supérieure. Cette base est encastrée 
et l'extrémité inférieure tirée par un poids P. 

On peut satisfaire au problème en posant 

(j3) li- ---aûr, vx^--ay^ w-zcz. 

En eflet, en négligeant la pesanteur du prisme, ces expressions vérifie- 
ront les trois équations (2). On reconnaît aussi que les composantes 
tangentielles sont nulles et que les composantes normales ont pour 
valeurs 

Y^-- Xt^ (c — 2 a )X - 2rt|jL, 
Zj — (c — 2flr)>. - - 2Cft. 

Or, tout le long de la surface latérale, la force élastique est nulle; 
donc X^ et Yj sont nuls, et, la traction exercée sur toute la base infé- 
rieure'a étant P, on a 



Z 



3 



P 



On a donc ces deux équations 



p 

(c--2flr)>. — 2rtrfx -0, (c - ia)y^ -- ic\x. -. -> 



fS 



et il en résulte 

X M a P X P 

|JL{ 3>. -I- 2|Jl) 7 2|Jl(3X -*- 2|JL) 1 

Ainsi l'allongement longitudinal produit par la traction est accom- 
pagné d'une contraction transversale. On a ensuite, pour la dilatation 

cubique, 

I P 

'^ : - C — 2 rt - ... — - — • 

3A -\ 2/X d 



p 

On appelle coefficient d'élasticité le rapport du poids - à la dilatation 
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linéaire c qu'il produit dans le fil. Ainsi Ton a, pour le coefficient 
d'élasticité, 

ca >. -f- |JL 

Si l'on suppose que les actions moléculaires proviennent de forces 
qui ne dépendent que des distances de molécule à molécule, on a 
X = (JL, et les formules précédentes deviennent 

2 P I P I P 

DIX <J lOjJL T J|JL (7 

Il en résulterait que la contraction transversale serait le quart de l'al- 
longement longitudinal, et, l'unité de longueur du fil s'étant changée 

en I -hc, le volume du prisme croîtrait dans le rapport de i -+- - à 

l'unité. 

5. Supposons ensuite, ce qui a lieu le plus souvent, que le prisme 
ne soit pas parfaitement isotrope, mais qu'il puisse être considéré 
comme ayant un axe d'isotropie parallèle à sa longueur. Nous pour- 
rons encore adopter les formules ((3). Les expressions des composantes 
élastiques sont (Ghap. I, n^ 24) 

Z, --.C^^-hCc\ ^Dc\, 

Les composantes tangentielles sont encore nulles, et, en exprimant 
que les forces élastiques sont nulles sur la surface latérale et que le 
prisme est tiré par le poids P, on a 

p 

— (A-r B)a i- Ce ^o, - 2C0 t-Dc--— • 

On en tire 

_ _C P A t B P 

^^(A ^"B)D-2C« a' ^ '(A^B)D-2C« a' 



Y3 


H-ffy^' 


z. 


- l^-gzx. 


X, 


A B 
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En définissant le coefficient d'élasticité comme ci-dessus, on a 

^_ P (A^-B)D — 2C« 

té — :^- 7 rr > 

ccr A -f- B 

P 

et, comme la force élastique Z, est égale à — > on obtient 

Z, - Ec. 



Tra{^ail des forces élastiques dans un corps isotrope. 

6. Nous avons vu (Chap. I, n"" 19) que le travail élémentaire des 
forces élastiques développées à l'intérieur d'un corps solide a pour 
valeur 

àrh- - j'(Xid^^-+- Y,ôcV-r ZaoW-r ¥3^^'^^-+- 'lxàg,x^\tàg^y)dm. 

Supposons le corps isotrope et remplaçons les composantes élastiques 
par les valeurs données au n^ 1 ; nous aurons 

à'i -.—J'[iJ.(2^j: Ôc\ -i-2^y^^y-^2 ;) , ÔD - -t- gyz àgy^ -\- g^ dg^ H- ga:y Ô^ary ) 

En intégrant depuis des valeurs nulles des déformations jusqu'aux 
valeurs qu'elles obtiennent à l'instant considéré, on obtient 

'-^^ - 1^/ [^^i ^-^1 4- :)| ^ '-g},-^ Igl^-^ '-gly-^ A(^^+,^^+;)^)«J ,fe 

pour le travail produit par l'entière déformation. 

Au lieu des dilatations D et des glissements g^ on peut introduire 
dans S les composantes des forces élastiques, et l'on obtiendra ainsi 
une formule du travail donnée autrefois par Glapeyron. Substituons 
les expressions 



X,->/j . Y,-Xu . Z,-Xj X,-t-Y,-f-Z, 

2fX ^ 2\k 2p. 3A-i-2p. 
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§—- -J'Ldzsjy 



et nous aurons 
en faisant 

Si nous posons ensuite 

\,^Y^^Z,^JL, X, Y,^- Y,Z3-t Z3X, - YJ -- Z; - X\ ^-- Ub 

OU» en adoptant les notations indiquées (Ghap. I» n"" 5), 

Ni 4- N,-^ Na^ .^, NiN, i- N^N,-!- NjN» -- TJ -- TJ - TJ ^ Hî,, 

les quantités — JU et ifb sont les coefficients des deuxième et troisième 
termes de l'équation qui donne les forces élastiques principales A, B» G 
(Ghap. I,n«H). 

Introduisons aussi le coefficient d'élasticité Ë, et l'expression de ^ 
pourra s'écrire 

ou 

Dans le cas du n^ 4, oii deux des forces élastiques principales B et G 
sont nulles, tandis que la troisième Â est constante, on a 

V étant le volume du corps. 

Si le corps est également comprimé dans tous les sens par une pres- 
sion P» on posera 

Ai:^Br^C-^ -P, 



et l'on aura 



2(3A-i- 2|l) 
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Sphère creuse soumise à une pression intérieure et à une pression 

extérieure, 

7. Cherchons l'équilibre d'élasticité d'une sphère creuse sollicitée 
à l'intérieur et à l'extérieur par deux pressions distinctes» mais qui 
restent les mêmes sur chacune des sphères concentriques qui limitent 
le corps. 

Si nous négligeons l'action de la pesanteur, le corps restera sem- 
blable à ce qu'il était avant l'action de ces pressions. Mettons l'origine 
au centre de la sphère et les déplacements des points du corps peuvent 
être représentés par 

u — ox, v- pf, w — pz, 

p étant une fonction qui ne dépend que de la distance rau centre de la 
sphère; puis on a, pour la dilatation cubique, 

j n- 60 -h /•->-• 

^ dv 

De ces expressions on déduit, pour les composantes des forces élas- 
tiques, 

z, -(3Xt- 2^)p-i— ^ ^. -^^ 

_- xy dp _. rz do „ zx do 

^ r dr ^ r dr ^ r dr 

Transformons les équations de l'élasticité 

(a) (/x4-X)^ -f fxAw-o, 
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D'après la valeur ci-dessus de u, on a 



(*) jT- — fr-j:^ -t-£4 3r I T- 






D'autre part, d'après l'expression de i/, on a 

du dp x^ du dp xy du _ dp xz 

dx dr r ^' dy dr r ^ dz '~ dr r 



et ensuite 



d^u ___ d}p x^ dp fZx x^\ 

dx* ~" dr* r* dr\r /•* / 

d^u _d*p y*x dp f X xy*\ 
dy^ ~ dr* r* dr \r r^ ) 

d*u _d}p z*x dp f X xz* 



dz* dr* r* dr \r r 



3 



En ajoutant ces trois expressions, on a 



(0 A«..|-5r^Mg)f 



'"--''{'• ÏÏF^-' 



Substituons (6) et (c) dans (a), et nous obtenons 

'^dr*'^-^Tr--''' 

En intégrant, on a 

p--_C-h-,, 

où C et C sont des constantes. 

Représentons ensuite par /? et P des quantités positives qui expri- 
ment les pressions intérieure et extérieure; nous aurons, pour condi- 
tion h la surface extérieure r -- 6 (Chap. I, n** 6), 

r r r r 

et, en remplaçant les forces élastiques par leurs valeurs et divisant par 
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-, nous obtiendrons 
r 



OÙ l'indice b indique qu'on fait r -- b. A la surface intérieure, la nor- 
male extérieure a une position directement contraire à celle qu'elle a 
à la surface extérieure, et l'on trouve, de même. 

En remplaçant p par sa valeur, nous obtenons ces deux équations pour 
déterminer C et C 

- P ^ (3X -^ 2fx)C - t^^Gb \ 

— p -^: (SX -h 2fx)C - ^ixC'a-\ 

On en conclut 

_ /?a' — p 6» _ /?~P a^6» 

et la dilatation cubique u est égale à la constante 3C. 

Dans le cas d'une sphère pleine, p devant être fini pour r=^o se 
réduit à C, et Ton obtient 

c - -- ^ 

3 À -f- 2 |JL 

par la condition relative à la surface r -- b. Au reste, ce cas particulier 
rentre dans le problème du n° 3. 

■ 

8. Occupons-nous ensuite des forces élastiques développées dans le 
corps creux. Menons l'axe des x par le point que l'on veut considérer, 
et calculons les forces élastiques exercées en ce point sur un plan per- 
pendiculaire au rayon et sur un plan quelconque passant par ce rayon, 
qu'on peut prendre pour plan des zx. 

Dans les expressions des forces élastiques, nous devons fairej' = o, 
z = o^ x — r. Les composantes tangentielles sont nulles et les forces 
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élastiques principales seront 

V 1 i 'l1^r n ' pa^ -Pb^ . p -P a^b^ 

Si nous supposons P négligeable devant /?, nous aurons ces for- 
mules plus simples 

^» Pr*(b^-^a^)' ' ~^ '^'2r\b^--a')' 

D'après ces valeurs, X, varie entre o et — p, et, si l'épaisseur de la 
sphère creuse est très petite, Ya au contraire sera beaucoup plus grand 
que p. 
Cherchons ensuite les dilatations linéaires. Nous avons 

du _ dp dv dp 

dx ^ dx' dy '^ dy^ 

et en faisant j ^ o, 5 = o, nous aurons, pour les dilatations linéaires 
suivant le rayon et perpendiculairement au rayon, 

dp ^ CI ^ C 



Equilibre d'élasticité d'un cylindre creux. 

9. On a une enveloppe cylindrique de révolution et dont les parois 
sont sollicitées à l'intérieur par la pression /? et à l'extérieur par la 
pression P. Ce cylindre est fermé à ses deux extrémités par deux 
plaques planes très épaisses dont on néglige l'élasticité. 

Plaçons l'axe des z suivant l'axe du cylindre et l'origine des coor- 
données au milieu de cet axe. Posons 

r : - \/x^ -+- y^ , 

M. — Èlast, 8 



58 CHAPITRE II. 

en regardant p comme fonction de r seulement. Nous aurons 

du dv div div dp 

dx dy dz dz dr " 

Formons les équations (2) du n® 1, en négligeant la pesanteur 

(a) [i Èiu -\- {[i -\- l) -^ -o, 



■ • • • 



Nous trouverons 

dj /^*p S dp\ dj fd*p 3 dp\ dj d'w 

dx \<Yr* ~^ r drj^ dy ^ \dr^ r dr )^ dz ~ d^^ 

d^w 



, [d'p 3 dp\ . i'd^p 3 dp\ . 

et, en substituant dans les équations (a), on obtient 

d'W d'O i dp 

dz^ dr^ r dr 

Comme sv est nul pour z — o, on en conclut 

w 1 kz, p -— C -!- — . 

On obtient ensuite, pour les forces élastiques, 

-, ^dsv . .. lix-X'-^-lr- dp 

\,.i-^- 4- .(p.H >op-^ -^, — £, 



dz' 



V -.dw , . . 'iu.y--t-lr^ dp 



-1~ > 



Z..,a.H-X,*..>(,.^, 



4-2p ; 






X,r- :^^^^^ Y,----o, Z,3zo 



OU 



(P) 



Za : (X ~ 2|jL)Ar -I 2'kC ; 

X, -- - - 4 F 7;r ^'» ^» " - ^» ^1 ~- ^' 
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La dilatation cubique est constante, et l'on a 

En exprimant les conditions relatives aux surfaces intérieure et 
extérieure du cylindre, correspondant à r-- a et r-- 6, nous aurons 



oc -j. oc -xr y 

/>- -- X, - f- Xs- 

/?^=^X,^-hY,^' 

r r r 

r r r 

P ^ ^ X, ^ H Y, ^^' \ 

r r r 



pour r -- /7, 



pour r -z ùy 



et il en résulte les deux équations suivantes : 

r/ 

(i) — p-'kk-h'i(ix~hl)C- 2ix~, 

La partie cylindrique éprouve une traction F suivant Taxe, résultant 
des pressions intérieure et extérieure, qui s'exercent sur les fonds, et 
l'on a 

équation qui détermine F. La pression p étant supposée notablement 
plus grande que P, F est positif. 

Enfin, sur les sections finales de l'enveloppe cylindrique ou pour 
r = ib /, on doit avoir les conditions 

Z3 : F, Zi - O, Zj — o, 

dont les deux dernières sont déjà satisfaites. Il en résulte cette nou- 
velle condition 

(3) (>^-2|jl)X--i-2>.C — F. 

Les équations (1), (2), (3) déterminent les constantes k, C, C. On 
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trouve ainsi, en remplaçant F d'après (y), 

I ^a» -- P 6* I pa^^- P 6' 

3A4-2/i. b^ — a^ ' " 3X-f-2p. ^* — a* 

10. Cherchons les forces élastiques principales à l'intérieur de l'en- 
veloppe cylindrique (Chap. I, n*' 9). Ces forces ne varient pas avec z. 
Menons l'axe des x dans la section moyenne sur le point que nous vou- 
lons considérer. Nous devrons faire, dans les formules (P), j = o, 
s — o, a? — r, et nous aurons 

C 
X, -XÂr4-2(jUL -^X)C— 2|jL — , 

C 
Z3 - (X-l- 2p)A-i-2XC; 

Xj --=: O, Ys ~- O, Zi — : O. 

On obtient ainsi les forces élastiques principales, et elles agissent res- 
pectivement sur un plan perpendiculaire au rayon, sur un méridien et 
sur une section droite. 

La seconde force est plus grande que la première ; sa valeur maximum, 
qui a lieu pour r =^ a, est 

Si l'on donne à cette expression la valeur limite H, qu'on ne veut pas 
dépasser pour la traction, afin d'éviter une déformation permanente, 
on aura 

pa^^Pb^-{-b^p-~P) 



b^-a^ "' 



et, par suite, on obtiendra 



b _ / p^H 

a' y 2V -p-i H / p-^P 



v/- 



p-i-tt 
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pour la plus petite valeur que Ton puisse donner au rapport - • Posons 

b — a(i h e), 

et si — - ij est très petit, ce qui a lieu ordinairement, on aura 



A> , H 



Ces formules ont été données par Lamé. 

Mais c'est plutôt aux dilatations linéaires qu'aux forces élastiques 
qu'il ne faut pas faire dépasser certaines limites, pour empêcher les 
déformations permanentes et les ruptures. Les expressions des dilata- 
tions linéaires sont 

du X* dp dv _ j* dp dw , 

dx ' " r dr^ dy " r dr^ dz " ' 

Nous obtiendrons les dilatations principales comme les forces élas- 
tiques principales, en faisant y = o, z -- o, x -- r, et nous aurons 

du dp dv div 

dx ^ dr^ dy "* dz 

OU 

du p C dv p . C' div 

dx r* dy /•* dz 

Ces dilatations sont dirigées respectivement suivant le rayon, perpen- 
diculairement au méridien et parallèlement à l'axe du cylindre. 

La plus grande dilatation perpendiculaire au méridien est C H — ji 

et, si aucune dilatation ne doit dépasser une limite A, pour qu'il n'y ait 
pas détérioration, on devra poser 






on en conclut 






X î 2|JL) (2/Jt."A — />)' 



et l'on en déduit la plus petite épaisseur qu'on puisse donner à l'enve- 
loppe cylindrique. 
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Sur la détermination du rapport - • 

11. La détermination exacte du rapport - présente de grandes diffi- 

cultes, qui avaient été remarquées par Kirchhoff en 1 856. Au commen- 
cement du Chapitre I, nous avons admis qu'un corps solide élastique 
revient à sa première forme après une déformation très petite. Or cela 
n'est pas exact d'une manière absolue et ne peut être admis qu'autant 
que le corps a été déjà soumis à des forces qui ont modifié l'état élas- 
tique du corps. Autrement, le corps subit une déformation perma- 
nente. Mais, d'autre part, si le corps, avant d'avoir été soumis à des 
forces, pouvait être considéré comme isotrope, il ne sera plus isotrope 
après la modification de son état élastique. C'est ce qui a lieu certaine- 
ment pour des fils métalliques auxquels on a fait porter des poids, lors 
même qu'on aurait pu les considérer comme isotropes avant qu'ils aient 
été soumis à cette opération. 

Un grand nombre de physiciens se sont occupés de la recherche très 

importante du rapport - dans différents corps élastiques isotropes, rap- 
port auquel on peut substituer celui de la contraction linéaire à la 
dilatation longitudinale d'une tige tirée suivant sa longueur, et lequel 
est représenté (n° 4) par 

G— -; 

il serait égal à \ d'après Poisson. 

Les formules de ce Chapitre peuvent suffire à la détermination de 
cette quantité par l'expérience. Néanmoins, les physiciens ont préféré, 
en général, se servir des formules de la flexion et de la torsion. De ces 
recherches, il résulte que le rapport G n'est pas un nombre constant, 
qu'il est quelquefois très voisin de ^, mais plus souvent, et en parti- 
culier pour les métaux, notablement supérieur à {. Ainsi, pour les 
métaux, \ est en général beaucoup plus grand que [x. 
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TORSION ET FLEXION DES PRISMES OU CYLINDRES. 



La théorie mathématique de l'élasticité a été appliquée à la détermi- 
nation de la torsion et de la flexion des cylindres d'abord par Poisson 
et Cauchy; mais cette recherche a été ensuite complètement modifiée 
par de Saint-Venant. 

Commençons par nous occuper de la torsion des cylindres les plus 
simples. 

Torsion d'une tige circulaire ou elliptique. 

1. Supposons qu'on torde une tige circulaire autour de son axe. 
Nous allons voir qu'on peut admettre que toutea les molécules situées 
dans un même plan perpendiculaire à l'axe y restent après la torsion, 
et qu'elles décrivent des arcs de cercle autour de cet axe. Prenons 
pour Taxe des z l'axe de la tige et pour origine des coordonnées l'ex- 
trémité de cet axe située sur la base que l'on a fixée. 

La torsion se faisant de l'axe des x vers Taxe des j et étant regardée 
comme très petite, nous pouvons poser 

(l) M — — (ùyy V --=-'- ÛJvF, w — o, 

(0 étant un angle variable avec z. Substituons dans les équations (2) 
de l'élasticité (Chap. II, n® 1), en négligeant l'action de la pesanteur, 
et nous trouvons 

puisy comme co est nul pour ^ — o, nous obtenons 

(2) . w--B^, 
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B étant une constante. Nousobtenons ainsi 

Désignons les forces élastiques, comme nous avons dit (Cbap. I, n® 5), 
en employant la lettre N pour les composantes normales et la lettre T 
pour les composantes tangentielles, et nous aurons, d'après les expres- 
sions de ces composantes (Chap. II, n® 1), 

La force élastique doit être nulle sur la surface latérale du cylindre; 
mais cette propriété est satisfaite d'elle-même d'après les équations 

N,~o, N,- o, Ta— o, T,^-fTiy~o. 

Quant à la force qui agit en chaque point de la base, elle a pour com- 
posantes 

X-i — /jlB/, Y~|xBa7, Z — o; 

elle est donc tangentielle. La somme des moments de toutes ces forces 
autour de l'axe des z est 

Ç{Yx--\y)dxdy-.it.Y^ f r^ dr Ç t/0~^fxBRS 

R étant le rayon de la tige. Ainsi, l'effet de ces forces est celui d'un 
couple dont l'axe est dirigé suivant l'axe des z et dont le moment est 

-(xBR*. Désignons par a l'angle dont la base mobile a tourné par rap- 

port à la base fixe; nous aurons, d'après (2), 

a-B/, d'où ^-j' 

On satisfera donc k toutes les circonstances précédentes en appli- 
quant à l'extrémité libre de la tige un couple dont l'axe soit dirigé 
suivant l'axe de la tige et dont le moment ait pour grandeur 

Ce calcul a été donné pour la première fois par Lamé et Clapeyron; 
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mais le résultat avait été reconnu bien auparavant au moyen de l'expé- 
rience. 

Sur cette solution nous devons faire deux remarques. La première, 
c'est que le mode de distribution que nous avons obtenu pour les forces 
appliquées sur la base libre n'a jamais lieu en réalité. En général, une 
extrémité est fixe et encastrée, et l'autre extrémité subit une torsion 
par l'application de forces produisant un couple et exercées à l'extré- 
mité de la surface latérale du cylindre. Mais, si la longueur de la tige 
est grande par rapport à son diamètre, pourvu que l'on excepte le 
voisinage des extrémités, l'état de la tige sera à très peu près ce que 
nous venons de trouver. 

Une autre remarque à faire : c'est que, si la tige est très longue, 
l'angle a pourra n'être pas très petit et que les déplacements des points 
de la base mobile pourront être trop grands pour qu'on puisse y appli- 
quer les équations de la théorie de l'élasticité qui les suppose extrê- 
mement petits. Mais on peut alors diviser la tige en un certain nombre 
n de parties égales assez petites pour que les déplacements relatifs 
restent très petits dans chaque partie et qu'on puisse y appliquer l'ana- 
lyse précédente. Ainsi, dans chacune de ces parties, les forces élas- 
tiques seront données par les formules (4)» et par suite le moment de 

torsion sera -(xBR\ Alors, dans la formule qui donne B, nous devrons 

remplacer /par - et a par -> et, par suite, l'expression de B restera la 

même. La solution n'est donc par changée. 

Les mêmes remarques sont applicables aux torsions des corps que 
nous allons examiner. 

2. Occupons-nous ensuite de la torsion d'une tige dont la section 
est une ellipse 

Nous adopterons encore les deux premières équations (3) pour les 
projections du déplacement sur les axes des x et des y; mais nous ne 
pourrons plus supposer w nul, et nous poserons 

(5) U- — ^YZ, çi-Bxz, «• zz<p(j:-, j;. 

M. — ÂUut. Q 
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Substituons ces expressions dans les équations de Télasticité, et nous 
trouverons qu'on peut effectivement y satisfaire en posant 

D'autre part, les expressions des forces élastiques deviennent 



(l\v\ ,„ / -. dw 

dx 



T.. ^(\\jc-, y^J, T,r_.a(^-B7-i 



T,-- o, 



et la force élastique, qui agit sur un plan parallèle à Taxe des z, aura, 
en généra], pour composantes 

cV-i-o, S - Oy 5t =^T, cosa 4- T, cosp 

(Chap. I, n^ 6), en désignant par a, ^ les angles de la normale au plan 
avec les axes des x et des y. 

La force 'tz doit être nulle sur la surface du cylindre; ce qui donne, 
sur cette surface, 

/ „ dw\ X /,, dsv\ y 



ou 



Pour satisfaire à l'équation (6) et à la condition (7), posons 

il'— Ho:/, 



et nous en conclurons 



H 1 T^ \ B. 



Quant à la force qui agit en chaque point de la base du cylindre, 
elle a pour composantes 



X 


T. 




Y: 


T,- 


n ^' 
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et nous aurons, pour la somme des moments de toutes ces forces, 
pour faire cette double intégration, changeons les variables en posant 

XT^ap COS0, y -- bp sin 0, 

et faisant varier/? de o à i et 6 de o à 21:. Nous trouverons ainsi pour 
la somme de ces moments 

Désignons encore par / la longueur de la tige. D'après les for- 
mules (5), Bs est l'angle dont tournent les points de la section qui a 
z pour coordonnée. Si donc la base mobile tourne de l'angle a par 

rapport à la base fixe, B est encore égal à -j' et Ton voit que le couple, 

propre à produire la torsion précédente et appliqué à l'extrémité z~l, 
a pour moment 

a a}b^ 
^^ l a}~\- 6» ' 

Si, au lieu d'une tige pleine, on a un corps creux compris entre deux 
cylindres de même axe et homothétiques, on peut encore obtenir la 
torsion de ce corps par le calcul précédent. 

En effet, toutes les surfaces homothétiques de la surface extérieure 
de la tige, d'après l'équation (7), ne sont sollicitées par aucune force 
élastique. Donc, si l'on considère le corps compris entre une de ces 
surfaces et la surface extérieure de la tige, on peut lui appliquer les 
formules précédentes, et le couple à appliquer a l'extrémité du corps 
creux sera 



a/ a» 6» n'^'^ 



T.lXj 



a\ h' étant les demi-axes de la surface cylindrique intérieure. 
La formule 

w—- — = — n^^y 
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prouve que la section droite se gauchit par la torsion et se change en 
un paraboloide hyperbolique. La section s'abaisse dans Tangle des 
coordonnées positives et dans l'angle opposé par le sommet; elle 
s'élève dans les deux autres angles. 



Torsion d'un prisme à hase rectangle, 

3. Examinons ensuite la torsion d'un prisme à base rectangle. Les 
faces latérales ont pour équations 

a , b 

'2 *^ '2 

Posons encore 

tt — — Byz, vz=Bxz, ivz= (p(ar, /), 

et nous avons l'équation 



La force élastique doit être nulle sur la surface latérale du prisme; elle 
se réduit à db T^ pour a: — rh - et à ih T, pour y = ± -; nous obte- 
nons donc ces deux conditions 



(b) ^-- By pour ^=--^-' 

le) -7-— -Bjt » y-. ±-. 

^ ' dy "^ 1 

Nous aurons une solution de l'équation (a) en posant 

w — (Ae'«' h Ce-'"') sin//!/, 

et la dérivée par rapport zy sera nulle pour y ~àz -y ^\ l'on fait 

(d) m = ^ , 

en désignant par k un nombre entier. Nous satisferons donc à Téqua- 
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tion (a) et aux deux conditions (c), en posant 

k 

et étendant le signe sommatoire V à toutes les valeurs entières et 
positives de k. 

Il reste ensuite a déterminer les coefficients A et C par les deux con- 
ditions (b); ce qui donne 

( nift ma \ 

Ae* —Ce * / sinmjK=:Bj, 

— B>' -h^wiVAe *— Ce* /sinmj~Bj, 

et il en résulte 

Crr: -A, 

V m A;t ces h ( — j sin m r — B j. 

Pour une valeur de m comprise dans la formule (rf), multiplions les 

deux membres par sxnmydy et intégrons depuis y= jusqu'à 

b , 
y= -» et nous aurons 

wA^tCOsln j / sin'mjd'j izzB / ysmmydy, 

tous les termes se détruisant, sauf le terme en sinmy, comme on le 
voit facilement. On a ensuite 

j sin*//i/c(x— -» y jsinmjrf/ — ^(-1)*, 

et l'équation précédente devient 

4B (--i)^' 



\l^. 



//j'cosnl -;— ) 



70 CHAPITRE m. 

On en conclut, pour l'expression de ç^, 

SBb^^ (-1)^- sinh(mx) . 



CCS h 



En permutant x avec j, a avec b et changeant B et — B, on peut 
mettre w sous cette autre forme 



8Ba*x? (-0* \ a «^ . {ik ^i)tzx 



cosh - 

L 2a J 

4. Calculons le moment de torsion. Désignons-le par x, et nous 
aurons 

l'intégrale étant étendue à tous les éléments de la base. Représentons, 
pour abréger, la formule {e) par 

«' — Bj7j hP, 
et nous aurons 

par suite 

Calculons les deux intégrales de cette dernière formule 



rt 



I / Y-r~dxdy—- — -— >. T-, r: , T- / coshmxdx 1 ysmmyav 



. ( ma\ J 

cosh — I -- 
V 2 y î 



sinhl — I 



ma\ 



y 
cosh 



(?) 



/ \x-r-dxdy-.- — ï- 7.7-^7 — ^i 7 r/ — :? — —^yl ^sinh{mx)dx, 

JJ dy -^ ^ ^(^^"^'^ coshf— )'^_£ '''' ^_- 
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On a 

a 

X %\w\i{ inx^dx -z — .cosh — ) iSinhl 

m \ 2 J m^ \ 



2 

1 



par suite 



f Cx~ dxd »A^j^ y ' _ 32 H b '^ y j_ sinh^^ — j 

J J '^ dv ^^^' TU* 2à {2k'^i)^ 71^ ~ 2à (2'A^i)* , / ma \ ' 

cos h ( — j 

Substituons les valeurs de ces deux intégrales dans l'expression de x, 
après avoir remarqué l'égalité 



I 71* 



2 



(2/: 4-1)* 96' 



et nous aurons 



imh — 

V 2 



smhl — I 
3 r- ^5 ^JJi(2k-i-iy 



Bab^ e/^Bb^ V^ i V 2 / 



cosh 






OÙ, comme précédemment, on pourra remplacer B par -y- 

Dans le cas où la dimension b est très petite par rapport à a, on 

peut remplacer sinh[— ) et cosh( — j par e ** , et Ton obtient 



Bab^ 
Ob = — = — 



64B6* x^ I BfxabW „ .^.\ 

a r — a 7 - — — r- —^ — 1 1 — o,63o25 - ) 



Lorsque le prisme est à base carrée, on a i = a et, par suite, 

BrtV 64BaV^ I i — e-^ifc^^)n 



3 



----- >, — , r^irzr^ 2,24Q232uBa*. 



De cette formule, on conclut facilement que, si deux cylindres, l'un 
de section circulaire, l'autre de section carrée, ont des sections qui ont 
le même moment d'inertie par rapport k leurs axes, le cylindre circu- 
laire résistera plus que le cylindre à base carrée. Les expériences de 
Duleau et de Savart ont confirmé ce résultat. 
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Détermination de la torsion de différents cylindres. 

5. La surface latérale du cylindre n'étant sollicitée par aucune force, 
nous avons à cette surface 

(a) TîCOs^t -hTi cos|3 :-o, 

en désignant par a, ^ les angles de la normale avec les axes des x et j. 

Si nous désignons par x et y les coordonnées du contour de la section 

droite, nous aurons 

ces (3 _ d.v 



cosa dv 

et, en continuant à poser pour les composantes du déplacement 

u - - — B r^, r -:^ B xz^ w =r 9(.r, y }, 

nous aurons, pour l'équation (a). 



^L--'yy-i$-y--^) 



djc -- o 



ou 



{,b) \\{x djL -^ydy) 4- ^ dx - -^dy — o. 

De plus, w satisfait à l'équation 

d*iv d^iv 

^'^ d^^'^-dy^ ""^ 

et il en résulte que le premier membre de l'équation (A) est une diffé- 
rentielle exacte. Si donc w est une fonction connue de x et y, l'équa- 
tion (i) s'intégrera sans aucune difficulté, et l'intégration donnera 
l'équation de la section droite. 

Or w donne le gauchissement de la section, c'est-k-dire la surface 
en laquelle s'est transformée la section droite. Donc, en se donnant ce 
gauchissement, on pourra en conclure la figure de la section droite, 
qui y correspond. 
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Si nous prenons des coordonnées polaires r et 0, les équations (c) 
et (6) deviennent 

^''^ dp ^ r 5/" ^ /"^ "^^«" "''' 

(e) B /• r//- j -j^ dr — r -j- d^J - o. 

r dO dr 

Adoptons» par exemple, pour w la série 

jv r- \^/'«(A sin/7ï^ i-A'cosm5), 

qui s'étend à toutes les valeurs entières du nombre m, et nous aurons 
pour l'équation de la section droite 

K désignant une constante arbitraire. 

De Saint -Venant a donné de nombreux exemples de ce procédé 
{Mémoires des Savants étrangers, t. XIV; i8.>5). 

Connaissant //, ^, iv, on pourra calculer le moment de torsion. 



Torsion et Jlexion de cylindres dont la section est quelconque. 

6. Après avoir considéré la torsion de quelques cylindres particu- 
liers, nous allons étudier simultanément la torsion et la flexion dans 
les corps cylindriques de section quelconque. De Saint-Venant a donné 
le premier une théorie satisfaisante de ces deux déformations; toute- 
fois, pour l'exposition de ce sujet, nous allons suivre maintenant celle 
qui a été donnée par Clebsch. 

Nous supposons une tige cylindrique dont la longueur est assez 
grande par rapport aux dimensions des bases. L'une des bases. A, est 
maintenue fixe, et des forces appliquées à l'autre base, B, produisent 
la torsion et la flexion. Aucune force n'est appliquée à la surface laté- 
rale. 

Nous négligerons les actions extérieures qui, dans les applications 

M. -- Èlaft, lO 
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habituelles, se réduiraient à la pesanteur. Pour plus de généralité, nous 
supposerons que l'élastieité du corps n'est pas la même suivant la lon- 
gueur du prisme que perpendiculairement à cette longueur. 

La base A ne peut pas être regardée comme absolument fixe, parce 
qu'elle subira une déformation. Mais, pour diminuer le nombre des 
constantes à déterminer dans le problème, nous pourrons concevoir la 
base assujettie à des conditions qui maintiendraient la tige entière- 
ment fixe, si elle était absolument rigide. 

Par hypothèse, il n'existe aucune force appliquée à la surface laté- 
rale. Sur cette surface, les cosinus directeurs de la normale sont cosa, 
sina, G, et l'on a ainsi pour cette surface ces trois équations (Chap. I, 
n^6) : 

IN, cos a -T- Tj sin a — o, 
Tscosa-» N, sina -G, 
T, cosa -h T, sina o. 

De Saint- Venant essaye de supposer que, sur tout plan parallèle aux 
génératrices du cylindre, il n'existe aucune pression ou traction laté- 
rale, c'est-à-dire aucune force perpendiculaire aux génératrices. On a 
alors, en tous les points du cylindre, 

(2) N,-o, Ï3=o, N,= o. 

Ainsi les deux premières équations (i) sont satisfaites non seulement 
à la surface, mais en tout point intérieur, et il ne reste plus qu'à satis- 
faire à la troisième condition à la surface (i). Si l'on parvient à ré- 
soudre le problème dans ces suppositions, il restera à examiner en 
quelle manière les solutions trouvées sont applicables aux faits de 
l'expérience. 

7. Les équations générales de l'élasticité donnent 

^, crr, dTt 

H r-^ — o. 



d.v dy dz 
dï^ é/N, éTTi 



dx dy dz 
<iT, c?T, cfN, 



djp dy dz 



o, 
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et, d'après les équations (2), elles se réduisent a 

(3) { 

dx dy dz 

Regardons le cylindre comme décomposé en filets parallèles à Taxe. 
Chaque filet ne subissant aucune force élastique transversale de la part 
des filets voisins, concevons que chaque filet s'allonge comme s'il 
existait seul. Alors, en supposant la structure du cylindre différente 
suivant l'axe des z de ce qu'elle est suivant les axes desic et des/, on 
peut poser, d'après le n^ 5 du Chap. II, 

^^' dx dy dz dz 

Ë étant le coefficient d'élasticité du prisme (*). 
On a ensuite 

^ (dv d\v\ rws ( dKV du\ 

donc les deux premières équations (3) deviennent 

d^ iK' d^u €l* V d'w 

^^^ dbTdTz '' ~d^ ^ ""' d^'^d^dz^'"' 



et la troisième devient 



/ d}ii 
\dx dz 



d^v d^w d}iv\ ,^c?*ir 



dy dz ' dx* dy* ) dz- 



(») L'égalité 2' ^ TT- W^^^^ ^^ moins justifiée de cette théorie. On conçoit qu'elle 

puisse avoir lieu d'une manière approximative si la section est convexe et si les dimen- 
sions de la base ne sont pas très différentes. Mais il n'en est plus de môme si la courbe 
présente dans sa section des dimensions très différentes. Ainsi, supposons une lame à sec- 
tion rectangulaire, et dont un côté soit très petit par rapport à l'autre, et plaçons l'axe 
des z suivant la longueur do la lame, et les axes des x et des j suivant la plus petite et la 
plus grande dimension de la section. On pourra étendre la lame suivant Taxe des z, sans 

changer sa largeur, et, par conséquent, v sera nul sans que ,- le soit. 
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OU, d'après (4), 
La deuxième équation (2) peut s'écrire • 

^ ^ du d\' 

Les trois équations (2) continuent a subsister, si l'on fait tourner 
l'angle droit des x, y dans son plan; ainsi l'équation (7) aura encore 
lieu et exprimera que tout angle droit parallèle au plan des xy ne 
change pas; il en est de même, par suite, de tout angle parallèle au 
plan des xy. 

Enfin, nous avons à satisfaire à la troisième condition (1) sur la sur- 
face latérale, condition qui peut s'écrire 



/div du\ f dv d\v\ . 



Résolution des équations du numéro précédent, 

8. Nous avons a trouver pour u, r, w des valeurs qui satisfont en 
tout point du cylindre aux six équations suivantes : 

^ ^ dit dv , d\v 

dx dv dz 

... d}iv d-u 

, . d^w d'i' 

^'^ ly-dz -*■ d? °' 

, ,, du r/i' 

('^^ dy ■"■ -,û- - "' 

, ^ E — '\ixh d'iv d^iv d^w 

p. dz* d.r- dy^ 

Nous avons ainsi deux fois plus d'équations que d'inconnues; nous 
verrons que néanmoins on peut y satisfaire. 
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En diflPérentiantréquation (b) par rapport à x, on a 

fPiv d^ du d^iv 

on a, ()e même, 



(f^) 



dv"' dz dz' 



Différenlions (e) par rapport à 5, et, en ayant égard à (/) et {g), nous 
aurons 

OU 

(A) ^-o; 

donc aussi, d'après (/) et (g), 

d^iv d^iv 

Diflerentions {b) et {c) respectivement par rapport à j et a? et ajou- 
tons : nous aurons 



d^KV d* (du dv 



dxdydz dz'^\dy dx 



et, par suite, d'après (r/), 

(^) dr-dy-dz" ""' 

Des quatre équations (A), (f), (y), on conclut facilement la formule 
suivante : 

ctz 

Ensuite on déduit des équations (a) 
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ce qui permet d'en tirer u à une fonction arbitraire près de y et 5, et 
l'on obtient 



w- aLio^ '"^»"^ -\-a^xy~\-\^b^x-r-by~-^rb^xy\z\-\'(:f{yyZ 



) 



Puis, d'après (6), on a 

-___ ^a,-b,z; 

par suite, 

et, en intégrant, 



^1 ^3 



'j'(j)» X.(j) étant deux fonctions arbitraires. Il en résulte la première 
de ces deux équations 



^s «3 



~ «, - - b, -^ 4- z^{y) -4- x(j), 

et la seconde s'obtient de même. 

9. En portant ces valeurs dans (rf), nous aurons 

j A(ai7-r ^/o)-•-:;*^(^)-i-X'(x); 

les fonctions '^( v), yXy)' ^X-^)» ^(^) ^^^^ donc des trinômes du 
second degré, et l'on peut poser 

x( j) '- «'-^ ^\y -^- «irS ^L>) - - ^' -■- ^^ V :- ^',/S 
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L*équation (k) devient ainsi 

o — — ha^x — hbxxz H- {b\ 4- ib\y)z -v- a\ H- ia\y 
— ha^y — hb^yz -\- {b\ + ib\x)z -f- a\ -1 ia\xy 

et Ton en tire 

a\ r- ^/la,, a\ -^ a\ = o, a\ —. |/jt7i, 

b\ =- \hb^, b\ H- b\ r-^ o, b\ n: \hb,. 

Posons 

a; 1 . - a\ -rr. a, ft; :.. - b\ ^. |3, 

et nous aurons 

u z^ ^h\a^œ-{- Ui --^-a^xy-hib^x-^b^ — ^-^î«2?jJ5 



«s .s 



— a,-— 6,-^ 4-(6'4-P/)«-ha'-ha/, 



- :- A aoj -4- a^xy -h ^î^ ^ ^ "^ H- (^0^ -+- ^i-^/ -H 6, -— - "- j - 



-» z^ 



— a, ^*'Â' "^ (M— ^x)z -\- a"— (XX, 

D'autre pari, de l'équation qui donne ^ on déduit 

w— (ao-ha,^-+-atj)5-f- (60-+- ^^-h^ij) - -f F(^, 7), 

f(^x,y) étant une fonction arbitraire. 

Portons cette expression dans (e), et nous aurons 

^ + 5^ + -77- (*•+ *'^ + *'-^) =°- 
Pour simplifier la forme de cette équation, posons 



et nous aurons l'équation 



dx* dy"^ 



8o CHAPITRE m. 

10. Nous avons dit ci-dessus que la base A ne peut pas être regardée 
comme absolument fixe, parce qu'elle subit une déformation. Mais, 
sans restreindre cette déformation, nous pouvons supposer qu'un élé- 
ment de la base A demeure dans son plan primitif, qu'un point de 
cet élément reste fixe, ainsi qu'une droite infiniment petite menée par 
ce point dans la base. 

Plaçons l'origine des coordonnées en ce point fixe 0, et mettons l'axe 
des X suivant la droite fixe infiniment petite. 

Le point restant fixe, nous avons d'abord 

// — o, r -~ o, d' -- o pour a: = o, ^ m o, 5 — o. 

Le point, qui a pour coordonnées {dx^ dy^ o), a pour déplacement sui- 
vant l'axe des :; 

et, comme ce déplacement doit être nul, on a 

Enfin le point {dx^ o, o) doit rester sur l'axe des x\ on a donc 

D'après les valeurs obtenues pour //, v, %v^ ces conditions devien- 
nent 



a - o. 



(d^\ /' /^^-\ 1. 



l'indice o indiquant qu'on fait, dans l'expression qui en est affectée, 
.rrr^ 0,7 = 0. 

Prenons, pour l'origine des coordonnées, le centre de gravité de la 
base. Nous avons 

(I z 
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faisons la somme de toutes les forces longitudinales sur toute une sec- 
tion, et, en remarquant les égalités 

Cjc d(j z^ o, j y dfj =3 o, 

où les intégrales sont étendues à tous les éléments dn de la section, 
nous aurons 

Or cette résultante doit être indépendante de c; on a donc 

Les termes multipliés par b' et 6", dans w, ^, w^ introduisent deux 
rotations de tout le corps autour des axes des x et des j, comme on 
le voit facilement; ils ne changent donc pas les valeurs des forces 
élastiques. Et les valeurs de w, Vy w deviennent, en définitive, 

a^x -Hûfi h a^xy ^ [b^ ^ :^ h h^xy\z 

5* , z^ /da\ ^, 

*'=—/' qo/H-ffi -^ -haixy -^ (b^ -^ """'^ + b^xyjz 

^%' zn {a^i-^ a^x -h a^y) z -^ {b^x -\- b^y) — 

Nous obtenons ensuite, pour les expressions des forces élastiques, 

Ni = o, N,— o, T3=o, 

M. — Éiast. I 1 
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ou 




T, — ;jL hlbijcy -^- b^— — ^ — •— \ ~{ib^xy -f- b^x^) — ^x -+- 



Sur la fonction û. 
1 1 . La fonction Q satisfait en tous les points du cylindre à inéquation 

et, de plus, à la condition à la surface latérale 

Tjcosa I T, sina = o, 
qui peut s'écrire 



cosa 



-h ^-^x-^(ii-^y,xy-hb,^ .^l(^Zh-^b,x^ ^ ^] sina. 

On démontre facilement que, si une fonction Î2 satisfait à Téqua- 
tion (A) dans l'intérieur d'une courbe s, et satisfait, de plus, sur ce 
contour à une condition de la forme 

(C) ^ =/(-'/)• 

dn étant l'élément de normale au contour, celte fonction û est déter- 
minée à une constante additive près. Comme on a 

dÇl d^ d^ . 

- .— = -j- cos a -h -.— sin a, 
an au- dy 

l'équation (B) est bien de la forme (C), et la fonction û qui nous oc- 
cupe, étant assujettie à être nulle pour a: = o, j = o, est complète- 
ment déterminée, lorsque les coefficients p, t,, h.^ sont connus. 
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Dans l'équation (B), tous les termes qui ne dépendent pas de Q sont 
multipliés par une des constantes 6, , 6., ^ ; il en résulte que Ton peut 
mettre ù sous la forme suivante 

où U,, r^, U3 sont des fonctions de ^, y indépendantes de ces con- 
stantes, et que le problème se partagera dans les recherches séparées 
des trois fonctions U^Uo, U3. Ces fonctions, dans les points intérieurs, 
satisfont aux trois équations 

dx^ "^ dy^ ""^^ da:^ "^ dy^ " ^' djc^ "^ dy*- ~^ 

et à la surface latérale aux conditions 

rfU, dV, . [h , i/E «A ,1 /E A 
-j-^cosa -h -:r-^sina=: \ -x^-h - { 3A vM cosa -h h Krv sina, 

. . , sina=( /i Wycosa -+- - r'H — ( 3A)j;- sina, 

dx dy \ix J ^ L2^ 2Vf^ / J 

dUi _ éfU, . 0/ . V 

cosa ■+- —r-^sina=i p(a:sina —/cosa). 



e/U, dVr . 

cosa ' 



e/x dy 

Nous avons dit que la fonction ù doit s'annuler pour x = o, y = o; 
donc, de même, les trois fonctions U,, U^, Us doivent s'annuler pour 
ces valeurs de x et y. 



Décomposition de la déformation totale en déformations partielles. 

12. Les valeurs générales trouvées pour w, ç^,- w se composent de 
termes affectés des six coefficients «o» ^i» ^2» ^i» ^a» ?• En conservant 
un de ces six coefficients et annulant les cinq autres, on obtiendra une 
déformation possible de la tige cylindrique. Comme les six coefficients 
sont arbitraires, l'ensemble de ces six déformations, prises chacune 
avec une amplitude arbitraire, représentera la déformation la plus gé- 
nérale de la tige dans les conditions où nous nous sommes placés. 
Examinons ces déformations partielles. 
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Première déformation : Étiremenl ou contraction longitudinale, — Si 
nous annulons toutes les constantes, saufao, nous avons 

N3 = Eao, T,=:o, T,:=o, 

Ces formules nous donnent simplement un allongement ou une con- 
traction longitudinale. La déformation se fait suivant les formules rela- 
tives à une tige allongée par un poids. (Chap. II, n° 4.) 

Deuxième déformation : Torsion. — Des six coefficients ne conser- 
vons que p, et nous aurons 



w 



=4".-KS).-(f)J 



Ces formules expriment la torsion; nous les avons déjà obtenues 
(n° 5), diminuées des termes qui contiennent les valeurs des dérivées 
de U3 pour a: = o, y = o; mais ces termes ne produisent aucune force 
élastique et n'indiquent que des rotations de tout le corps autour des 
axes des x et des j. 

La force N, étant nulle, les forces appliquées à la base libre B du 
cylindre agissent toutes dans le plan de cette base. 

Remarquons que u et i^ sont nuls pour 

et, par suite, le filet, indiqué par ces deux équations, conserve sa po- 
sition primitive. 

13. Troisième déformation : Flexion. — Considérons ensuite l'en- 
semble des deux déformations qui dépendent des deux constantes a, 



I 
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et 6,, et annulons les autres coefficients. Nous aurons 

« = _îl![A(.«-y.)-..']-6,[|-.^(..-^').-.(^)J, 
^• = —hxy{a^■+- btz) + bJ-~\ z, 

T,= ,»,[(,.-ï).,.^], 

Les déplacements donnés par les trois premières formules indiquent 
un état de déformation que nous allons expliquer et qui porte le nom 
de flexion. 

Après la déformation, les coordonnées x, y, z de chaque point de- 
viennent 

Considérons une droite parallèle à Taxe des z. Tout le long de cette 
droite, x et j restent les mêmes et :; est variable. On aura donc la ligne 
en laquelle cette droite s'est changée en éliminant z entre ces trois 
équations, et, comme u et i^ sont très petits, on pourra faire cette éli- 
mination en remplaçant z par z' dans les deux premières équations; 
ce qui donnera 

il* et V étant les valeurs de w et ^^ dans lesquelles z est remplacé par 5'. 
La courbe en laquelle la droite s'est changée a donc pour équations 

x', y, 2' étant les coordonnées de la courbe. Cette ligne, d'après la 
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deuxième équation, est renfermée dans un plan parallèle à Taxe des ce 
et représente, d'après la première équation, une parabole du troisième 
degré. 

La grandeur de la flexion peut se mesurer par les déplacements du 
centre de la base B. Les déplacements de ce point (x = o, j = o,z = l) 
sont, puisque (11,% est nul, 






i-m},'\- •■-•'(f).- ■-'• 



Les expressions des glissements gy^, g^j^ se déduisent immédiate- 
ment de celles de T,, Ta, et l'on a 

ces glissements représentent (Chap. I, n** 14) les décroissements des 
angles droits formés par une parallèle à l'axe des z avec les parallèles 
aux axes des j et des x. Comme ces quantités ne sont pas nulles, il en 
résulte que les filets longitudinaux du cylindre ne sont pas restés nor- 
maux sur les sections droites, et que ces sections se sont gauchies. Le 
long de la surface latérale, on a (n** 6) 

Tj= o, TiCOsa-4- Ti sina = o 
ou, d'après le n^ 24 du Chap. I, 

éfxy == O, ^-^ cos a H- ^-y sin a = O, 

et de même que T^ cosa -h T, sina représente la force élastique tangen- 
tielle suivant l'axe des :; sur la surface latérale, de même 

^.^ cosa -h ^-^ sina 

est le décroissement de l'angle formé par une parallèle a l'axe des z 
avec la normale a la surface latérale. Donc, le long de la surface laté- 
rale, la direction des filets reste perpendiculaire sur la position que 
prend cette normale. 
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Quatrième déformation : Flexion, — Considérons enfin l'ensemble 
des deux déformations qui dépendent des deux constantes a.^ et b^ et 
qui produisent ce que nous appellerons \di quatrième déformation. Elle 
est toute semblable à la troisième; les rôles des axes des x et des^ 
se trouvent simplement intervertis. 



Application de la théorie précédente aux problèmes de la pratique, 

14. En nous posant le problème de la déformation des cylindres 
homogènes, nous avons dit que nous regarderions la longueur de ces 
cylindres comme grande par rapport aux dimensions de la section. 
Cependant on ne voit aucunement la nécessité de cette supposition 
dans les calculs qui précèdent. Ce n'est en effet que pour en tirer des 
résultats très approchés pour la pratique que cette supposition devient 
nécessaire. 

Concevons actuellement que des forces soient appliquées près de 
l'extrémité de la tige cylindrique. En général, elles ne le seront pas 
comme il résulterait de la théorie précédente et, par exemple, s'il y a 
simple torsion autour de l'axe, comme nous l'avons déjà dit, elle 
s'opérera ordinairement par des forces appliquées sur la surface laté- 
rale de l'extrémité de la tige, tandis que nous avons supposé qu'il n'y 
avait point de force à cette surface. 

Cependant, en concevant que le cylindre devienne rigide, les forces 
appliquées effectivement vers l'extrémité de ce corps se réduiraient à 
une force résultante et à un couple. D'autre part, d'après la théorie 
précédente, cette même extrémité est sollicitée par des forces qui se 
réduisent de la même manière. En exprimant l'égalité de ces deux 
systèmes de forces, on formera six équations qui pourront servir à 
déterminer les six quantités «o» «i» ^o ^'2» ^2» ?» qui entrent dans la 
théorie précédente. 

Désignons, d'après cela, par F les forces qui seraient appliquées à 
l'extrémité de la tige d'après la théorie précédente et par S les forces 
qui y sont appliquées effectivement. Le système des forces ^ peut être 
remplacé par celui des forces F et par un autre composé des forces rf 
et des forces F' égales et opposées aux forces F. Ce dernier système se 
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ferait équilibre sur le corps devenu rigide, et nous admettons qu'il 
ne produirait de déformation sensible que vers l'extrémité où il est 
appliqué. 

Cela résulte de ce théorème général qu'il serait bon de démontrer 
rigoureusement : 

Un système de forces appliquées à une très petite partie d'un corps 
solide, et qui se feraient équilibre si le corps était rigide, ne produit pas de 
déformation sensible à une distance notable des points d'application des 
forces. 

15. Désignons par a;, .'^, 2b les sommes des composantes des forces 
exercées auprès de la base libre z = L Désignons par ^, oit, x les 
sommes des moments des mêmes forces autour des axes des a-, y, :;. 
Les mêmes quantités, dans le problème théorique qui vient d'être 
résolu, seront représentées par les intégrales suivantes étendues à tous 
les éléments d^ de la base : 

fT,d7, /T,ûf(7, /Nac^cj, 
/(>V-T,/)rfa, f(T,t-y,x)d^, f{T^x-^T,y)ci^. 

Donc, d'après ce qui a été dit, nous poserons 

l rT,â?a=.X, CT.dG^iJ, rNtd(T = %, 

(«)< '^ '^ 

(/(N37~T,/)â?(x=<^, /(T,/-N3^)^T=an, /(T,x-T,j)e/(x=X; 

ce sont les équations qui serviront à déterminer les six constantes ûf^, 
a,, 6,, «2, b.^, ^. 

Nous avons mis (n° 10) l'origine des coordonnées au centre de gra- 
vité de la base A, ce qui donne les deux équations 

j xd^ =: o, j y d(j--o; 

on peut de plus choisir pour axes des x et des v les axes principaux 
de la base, en sorte que Ton ait 

Jxyd<jz=io. 
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Les trois premières équations (a) deviennent 

(3) Eao(j==3b. 

Ces trois équations déterminent respectivement 6|, b^^ a^. 
Les quatrième et cinquième équations (a) deviennent 

elles donneront donc Ut et a,. Enfin on obtiendra pour la sixième 
équation (a) 

-■[-(^-.¥---(f.-V')/-"]=f- 

et elle déterminera ^. 

Les cinq premières de ces équations sont susceptibles de simplifi- 
cation , comme nous allons voir. 



Calcul des intégrales 1 --r- rfcj, / ^ dfj. 

16. Clebsch a fait remarquer qu'on peut calculer ces deux inté- 
grales sans déterminer la fonction û. 

Désignons par s la courbe qui termine la section a. Si nous repré- 
sentons de plus par F, U, U, trois fonctions des coordonnées x, y 
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d'un point de er, on a ces formules connues 

(7) J^i:^^da^f\},¥,oos^ds-f¥,^d<j, 

OL^ ^ étant les angles de la normale avec les axes des x et des^. Dans 
ces deux équations faisons 






et nous aurons 



rd^ , r dil ^ r ^^ ^ 

/ d^"^^^ r'di''^^'''^~ r'd^^'^''' 

Ajoutons ces deux équations, en remarquant que nous avons 

d^Q. d^^ _ 

dx* ^ dy^ ~ ^' 

et nous aurons 

rdÇi. r (dÇt dÇi A . 

D'après ce que nous avons vu (n° 11), on a 

dÇi dii 

^cosa H- -j-cosp^:: X CCS a -4- Ycosp, 

X et Y ayant les valeurs suivantes 

il en résulte 

/dil c 

"P" ^a ~ / ( j"X ces a -r .r Y cos j3 ) ds. 
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Dans les formules (P) et (y) faisons U — i , U, = i, F — o-X, 
F, = xYf et ajoutons; nous aurons, d'après Téquation précédente, 

Nous avons de même 
On a ensuite 



dx 

d(x\) 






et, si Ton prend les axes de coordonnées comme ci-dessus (n® 15), en 
sorte qu'on ait 

Ç X «/a* = o, i y df3^=iOy jxy dd == o, 

on obtient, d'après (8), 
On a de même 

/f-'=(^î)*./—(^.-^) './-<"■ 

17. D'après cela, les équations (i), (2) et (3), qui donnent les 
coefficients è,, h^, a^, se réduisent aux suivantes 

61 E /\r« dfj = X, b^^fy^ d<j = 7, ^u "- g- ; 

les équations (4) et (5) deviennent ensuite 

atEfy^ ^/<T =1 4^ , a^Efx^ da — — OR . 
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L'expression j ix -j^ — y-j^](h\\Q^{ pas susceptible des simplifi- 
cations obtenues pour les intégrales (o) et (e), et Téquation (G) ne 
subit pas (le cbangeinent. 

En se reportant aux formules des quatre déformations partielles, on 
arrive au tbéoréme suivant : 

I.a composante t- produit l extension ; la composante -V. et le moment ;^lc 
produisent une flexion ; de même :^^ et j^. Enfin le moment X nap^it que 
sur la torsion. 



Cas où la section du cylindre a des axes de symétrie, 
18. Dans le cas où la section du cvlindre a deux axes de svmétrie, 

« ^ 

on a non seulement 

y .r <^cr — o, fy di — o, Çxy d'y -r o, 

mais encore 

jx^ r/<7 — 0, f '^^^y ^^ = o, /^^/" ds = o, jy'^d'j^^LU 

et, par consécjuent, Téquation (6) du n"" 15, qui donne la constante fJ, 
deviendra 

(„ _.,/„.-.,,.,./(..f|-,g).,.^', 

i\ous avons pose (n** 11) 

et les fonctions U,, Ua, U^ satisfont non seulement à Téquation 

r/2 U r/2 U 

-T = o. 



d.r^ dv 

mais encore respectivement à trois conditions à la surface. Il est facile 
de reconnaître que 

(•osa est impair en r, pair en r, 
sina est pair en r, impair en )'. 
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On en conclut que le second membre, dans les équations de condi- 
tion données (n^ 11), est respectivement 



impair en x^ pair en j, 

pair en x^ impair en y^ 

impair en a-, impair en j. 

On en déduit ensuite que U,, Ua, U, sont respectivement de même pa- 
rité que ces seconds membres. Donc aussi les fonctions 

dy ' dx dy * dx 

sont la première impaire en j et la seconde impaire en x. Donc, dans 
la seconde intégrale de Téquation (/>), les parties multipliées par h^ 
et h^ sont nulles» et Ton a 

L'équation (/>) devient donc 

et ne renferme plus que l'inconnue p. 

Il résulte de là que, dans le cas de cette double symétrie, l'extension, 
les deux flexions et la torsion constituent quatre problèmes entière- 
ment distincts. 

On peut remarquer une simplification dans les formules de la flexion 

données (n® 13). En effet, U, est pair en j; donc -^* est impair en j, 
et, en v faisant ar = o, y = o, on a 

m.- 

On peut de même simplifier les formules de la torsion. U, est impair 

1 du* . d\]% * • • A ^ 1 

en 07 et en j; donc -^ et -^ sont impairs par rapport a une de ces va- 



. \,t? 



y »" 



• < ^ 



- ^ * 



::: ..--^ :- i 



^^ «t^» 






♦»w '^cl"*'î' r 
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Désignons l'équation de la section droite par 

nous aurons 

et la condition à la surface devient 

Nous pourrons satisfaire à l'équation (a) et à la condition (^), en 
prenant pour Ui un polynôme entier. Posons 

cette fonction satisfait à (a); substituons dans (^) : nous aurons 

B»C-r -+- 3B*D^»— 3D(B»-+- ik})xy^ 

= ;'"'-[(^-t)'"*('-*)*']'^-- 

Cette équation devant avoir lieu à la surface, remplaçons y^ par sa va- 
leur tirée de l'équation (a) 

B* 

l'équation précédente ne renfermera plus que des termes en x et en 
x^ qui devront se détruire séparément, et l'on aura ainsi 

c-3(B.^.a«)d=.(1;-^^)b«-^(^-a)as 

3(3A«^ B«)D =. \S}^ (^ - t)^'"" (^ " ^)^'' 

La seconde de ces équations donne D immédiatement, et, en les ajou- 
tant, on aura, pour C, 

Cr_:-3A»D-+--A-. 

x 
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En remplaçant maintenant U, par sa valeur dans les formules de la 
première flexion (n** 13), nous aurons 



w =z atxz-i- 



^[^^*^~(^->i)-^7*-+-I>(^*-3xvM], 



et a,, 6, ont pour valeurs 



«1 — — 



^,= — > avec /x*é/T=yA*B. 



Après cette déformation, les coordonnées x, j, :; de chaque point se 
sont changées en 

Pour une section droite, z est constant, et x, y variables. On aura la 
surface en laquelle cette section s'est changée, en éliminant â:,j^ entre 
ces trois équations; ce qui donnera à très peu près 



^\ 



w/ étant ce que devient iv, quand on y remplace x^ y par x\ y\ Cette 
surface a donc pour équation 



Z — Z "T~ Cl\ X z 



^ [^ ^*^' - (^ - h) ^y * H- D (X" - 3xy «)] , 



et elle est du troisième ordre. 

Par un échange de lettres, on aura les formules relatives à la seconde 
flexion. 

Flexion du prisme rectangle. 

20. Ce corps possède deux plans de symétrie, qui sont pris pour 
plans des zx et des zy^ et les faces latérales de ce prisme seront données 
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par les équations 

a?= ± -, v--± -. 

2 "^ 2 

Supposons que ce prisme soit fléchi dans le plan des zx, et, par con- 
séquent, nous avons à appliquer les formules de la troisième déforma- 
tion (n° 13). 

Si la flexion est produite par une force <DC. appliquée au centre de la 
base libre, perpendiculaire à Taxe du prisme et dirigée suivant l'axe 
des X, le moment autour de Taxe des j est 

et, en remplaçant dxl et x par des expressions obtenues (n** 17), nous 
avons 

(^— j est nul, comme nous avons vu (n® 18); supprimons, déplus, 
dans les formules des déplacements u, v, w de la troisième déforma- 
tion, les termes en (-3-^ ) qui indiquent une rotation de tout le corps 
autour de l'axe des y. Nous aurons 

, ( , xz* E "iu/i , ,,\ 

îi^--Eb^x{t-z), 

La fonction U« satisfait en tous les points du prisme à l'équation 

a.r' (iy 

M. Èlast. i3 
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eu pour que les forces élastiques soient nulles à la surface latérale du 
prisme, nous devons poser 



ou 

(2) 






T, — o pour j = ih - , 



a 
Ti=o pour x==±- 



\'~ û)-^y-° p**""" y=-2 



Nous satisferons à l'équation (i) en posant 
et faisant 

3B-f-A — o; 

en substituant cette expression de U, dans^a), nous obtiendrons 

2fX 2 6\fX / 

21. D'après cela, posons définitivement 

U, — Ax/*-+- Bx'-H Gx 4- 2Ce"*^cosmj 4- IDe-"*^ cosmVf 

les signes £ indiquant des séries. Cette fonction satisfera encore à (i) 
et elle satisfera de plus aux deux conditions (2) si Ton pose 

mb 'iku 

sm — = o ou mzn— ^-, 

2 b 

k étant un nombre entier. Nous n'avons donc plus qu'à satisfaire aux 
deux conditions C3) ou à 

2 C /7ie'"-^ ces m v - 2 D mc-'"^ cos /w v -^- /m- — - - jt' 4- G _ o 

pour X -.ziz -; 
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ce qui donne les deux équations 

ntfi ma «^ 

2C/ne * cos/7i V — 2D/n<? ' cosmj - - /dj'-h - — a- — G, 

m/j /fin ■n 

ItCme ' cosmx — 2Dme * cosmj^ — /»j'-4- rr^a'— G. 

Ces deux équations peuvent être remplacées par les suivantes : 
( D^ -G, 

(4) { r. ^4» V ^^ f • K , 

^ ' i G ^ 22L/ncosh — cos/wy = — /iy*-i- «—^ • 

Pour obtenir le coefficient G de la dernière série, multiplions les 

deux membres de la dernière équation par cosmydy et intégrons de 

b s h 

a -H -; nous aurons 

2 1 

h b 

2C/wcosh - / cos^mydf — — h I y- cosmydy. 



2 i 



Nous avons ensuite 



/, I , . 2 2 , 
ycosmyay --- — j^'sm/n/ f- -^ y cos my ^sinmv, 



h 



j ycosniydy-.~^{-i)^\ 



et il en résulte 



_ ^ j— i)*-^ I 

471' 1 /m«\ A' 

cosh(^--j 



En multipliant les deux membres de la seconde équation (4) par dy et 
intégrant encore de à - > on a 

., Aft« E a* 

il r-- — ; -— . 

12 /JL 8 
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Nous avons ainsi 

U," Aj?r»4-Bx»-+-Gj: ^ i > ^ /--r ,, sinh(/n:r) cos/nj. 

' * 2 71* ^^ , f ma\ A' ^ 

* = iCOsh( — j 

Portons celte valeur de U, dans les expressions de T, et T^ données 
ci-dessus, et nous aurons 

r« , ,^*v^(--0^* sinh(/wx) . 

T,- :a^,A-r y—,, ^ -sinmv, 

*.--i cosh(-^-j 

^ '^ * = i cosh(- -j 

D'après ce qui a été vu (n** il ), on a 

«Xff 24 A? 

Donc les valeurs de a, v^ w et celles des forces élastiques sont complè- 
tement déterminées. 

Désignons par x\ y\ z' les coordonnées de la courbe de flexion du 
prisme. Comme w est nul pour x = 0, y =- o, z' est égal à sa valeur 
primitive :;, et nous aurons cette courbe en faisant x = o, y = dans 
u et V, et remplaçant w, v, z par x\ y\ 5'; nous aurons ainsi 



-'-tO^'" ï) 



/ — O. 



Son rayon de courbure p est ainsi donné par la formule 

et il est en chaque point inversement proportionnel à la distance de ce 
point à l'extrémité libre. 
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Recherche de V ellipsoïde d'élasticité dans un cylindre fléchi et tordu. 

22. D'après les formules obtenues pour la déformation d'un cylindre, 
nous avons (n® 6) en chaque point de l'intérieur de ce corps les équa- 
tions 

N, -o, Ta -o, N, no, 

et l'équation, qui donne les forces élastiques principales (Chap. I, 

n** 11), devient 

A-^-N,A« -(Tî-HT;)Ar:o. 

Cette équation du troisième degré a une racine nulle, et Tellipsoide 
d'élasticité se réduit à une ellipse. 

Le plan sur lequel cette force élastique est nulle est parallèle à l'axe 
des z. En effet, si l'on désigne par m, ^i, p les cosinus directeurs de la 
normale à ce plan, on a, d'après les équations (y) [Chap. I, n** H], 

p o, m Tj -h n Ti - o, 

et, en faisant m — cosa, n ~- sina, nous aurons 

T, 

tangai-— qr- 

Les deux autres forces élastiques principales A, et X^ sont renfermées 
dans ce plan et ont pour grandeur 






D'après les équations (y) citées ci-dessus, les directions de ces deux 
forces élastiques sont données par les équations 

T; - T, - Â - ^ 1 ; -^- 1 f^ A« ' 

OÙ l'on remplacera A par les valeurs de A, et A^. 

Soit M le point où l'on veut déterminer les deux forces élastiques 
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principales; par ce point, menons MX, MY, MZ parallèles aux axes des 
coordonnées et égaux respectivement à T^, T,, A. Le plan de Tellipse 
est déterminé par MZ et la résultante de T,, Tj. Les deux forces élasti- 
ques principales A, et Aa, perpendiculaires entre elles, font avec Ms 
des angles dont les cosinus sont 

A, A, 

P^ - ~r.^ T.;. .^' P^ 



VÏÎ t Tî hAî v^T;-hTÎ+AÎ 



Conditions de résistance à imposer aux corps solides. 

23. Quand on veut appliquer des forces considérables à un corps 
solide, on recherche souvent quelles sont les plus grandes intensités 
qu'on peut donner à ces forces, pour qu'il ne se produise pas de dé- 
formation permanente et qu'il n'y ait pas danger de rupture. Alors, 
après avoir calculé les expressions des forces élastiques qui se dévelop- 
pent dans le corps, on impose une limite a ces forces. 

Cependant, il est beaucoup plus rationnel de rechercher les expres- 
sions des dilatations qui se produisent à l'intérieur du corps, afin 
d'exprimer que ces dilatations ne peuvent dépasser une certaine valeur. 
En effet, comme l'a remarqué Poncelet, ce ne sont pas les forces élas- 
tiques elles-mêmes, mais les dilatations qu'elles font naître, qui pro- 
duisent la désagrégation de la matière. Suivant ce qui a été aussi 
reconnu par Poncelet, la compression en elle-même ne produit pas en 
général la désagrégation; ainsi, un corps comprimé uniformément sur 
toute sa surface ne se briserait pas. La rupture d'un corps comprimé 
dans un sens n'est due en général qu'à la dilatation qui provient de la 
compression et qui se produit perpendiculairement à la direction de 
cette compression. 

Considérons cet exemple très simple donné par de Saint- Venant. 

Prenons trois parallélépipèdes rectangles identiques et isotropes. 
Pour le premier, développons des tractions égales et uniformes sur 
toutes les faces; pour le deuxième, les mêmes tractions, mais seule- 
ment sur quatre faces opposées deux à deux; enfin, pour le troisième, 
n'exerçons ces tractions que sur deux faces opposées. 
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Les forces élastiques tangentielles sont nulles dans les trois cas, et 
les forces élastiques normales ont pour expressions 

N, — (X H- 2/jl)^j. i- X^y -\- X^c, 

N3ZZ.XDar4-Xt»j.-h (>. -f- 2/x)î)-. 



On en tire 



^x^ , \^ ^ —, Ni T.y~ ,(N, HN3), 

/JL(3X-r- 2|Jl) 2/JL(3X4- 2|JL) ^ 



X^ 

fJt(3X-h 2|X)*'- ^/^(aX -h 2|X) 



^r^^ -,oV.O-N=- . ^..x -(N»+Ni). 



|JL(3X-t- 2fJL) 2/JL(3X-f 2|JL) ' 



Dans le premier cas, on a 



N, -^ N, r^ N„ c\ = ,-,-!-- N3 ; 



SX -{- 2|JL 



dans le deuxième cas. 



N, ^= N3, N, r^ O, c\ = _1 "-Ae N3, 



2fJL(3X -i- 2/JL) 



et, dans le troisième. 



N, r:z N, r:= O, c\. = - t^.-"^-^ N3. 

fJt(3X-h2|JL) 

La quantité D^ représente dans chaque cas la plus grande dilatation, 
et si, par exemple, X est égal à (x, elle prend ces trois valeurs 

I N3 I 3 12 

quantités très inégales, bien que la force élastique maximum reste la 
même dans les trois cas*. 

Le cas de traction le plus facile à réaliser dans Texpérience est le 
troisième : c'est celui d'une tige tirée suivant sa longueur. On peut 
constater par Texpérience la plus grande dilatation linéaire D qu'on doit 
produire dans cette tige pour qu'il n'y ait pas déformation permanente. 
Suivant de Saint- Venant, dans les trois cas, il suffira de prendre 
<^«<«^- Cela ne parait pas exact. En efict, considérons dans le parallé- 
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lépipède un filet parallèle à Taxe des :;. Dans le troisième cas, ce filet, 
en s'allongeant suivant Taxe des 5, se contracte perpendiculairement 
à cette direction, et cette contraction doit contribuer à la cohésion. 
Dans le premier cas, au contraire, la dilatation étant supposée la même 
suivant les axes des x et des y que suivant Taxe des s, il y aura élar- 
gissement du filet perpendiculairement à Taxe des 5, ce qui produit 
une tendance à la désagrégation. La limite à assigner à d^ doit donc être 
prise plus petite dans le premier cas que dans le troisième. 

Supposons donc qu'on ait trouvé par Texpérience la plus grande va- 
leur D qu'on doit donner à ^^ dans le cas d'un parallélépipède tiré 
uniformément suivant les normales à ces faces, on sera assuré de satis- 
faire à la condition de résistance d'un solide de même matière en ex- 
primant que la plus grande dilatation y est partout plus petite que D. 

24. On a obtenu (Chap. I, n^ il ) l'équation du troisième degré qui 
donne les dilatations principales; elles sont positives ou négatives sui- 
vant qu'il y a véritable dilatation ou rétrécissement. Si les trois racines 
sont négatives, il n'y a que des compressions, et l'on n'a à satisfaire à 
aucune condition. Mais, si une au moins des racines est positive, dési- 
gnons par y la plus grande racine. 

Supposons d^abord le corps homogène et isotrope. Alors la plus 
grande valeur que doit prendre la dilatation sera la même en chaque 
point et dans tous les sens. Désignons par D cette valeur maximum dé- 
terminée, comme il a été dit ci-dessus. La condition, pour qu'il n'y ait 
pas de déformation permanente, sera qu'on ait en chaque point 

y<D. 

Lorsque le corps est homogène, mais non isotrope, la valeur limite 
à donner à la dilatation linéaire varie avec la direction. Désignons par 
rriy n,p les cosinus qui donnent la direction de la dilatation; de Saint- 
Venant pose 

A, B, C étant les valeurs de la limite de dilatation D dans les directions 
des axes des x, j, s, supposés des axes de symétrie. On pourra tou- 
jours prendre D de cette forme. En effet, si, par le point considéré M 
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du corps, on mène des droites dont la longueur est donnée par la for- 
mule (a) et dans la direction (m, n, p)^ les extrémités de ces droites 
formeront une surface. Concevons ensuite qu'on ait la véritable surface 
des dilatations maxima, obtenue en menant par le point M des rayons 
vecteurs égaux à ces dilatations. Construisons alors une surface de la 
forme (a) intérieure à la précédente et qui en soit aussi rapprochée 
que possible. On pourra évidemment prendre cette surface pour celle 
des dilatations maxima. 

On aura alors satisfait aux conditions de la résistance du corps si 
Ton vérifie que la dilatation, en chaque point de ce corps et dans toute 
direction, est plus petite que D. 



Conditions de résistance permanente d'un cylindre, 

25. Nous considérons un cylindre qui n'est sollicité par des forces 
qu'à ses deux extrémités, conformément au problème de de Saint- 
Venant, et il s'agit d'établir les conditions de sa résistance. 

On a obtenu, au n^ 7, les équations 

Donc l'équation du troisième degré, qui donne la grandeur d des dila- 
tations principales (Chap. I, n** 16), devient 

et ses racines sont 

Supposons maintenant le cylindre isotrope. Regardons D, comme po- 
sitif et exprimons que la plus grande dilatation est plus petite que la 
limite D; nous aurons ainsi 

M. — Élasi, I ^ 
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On peut écrire cette inégalité sous une autre forme. On a, en effet, 
(n»7) 

avec les égalités (Chap. Il, n" 4) 
dont on tire 



f* = 



Ainsi l'inégalité (a ) peut s'écrire 



' -^ ^ N,^ n ~ A )i -j ^ Tî ^ T* < ED. 

Nous avons supposé d^ positif, et le cylindre était étiré. S*il y a, au 
contraire, compression du prisme suivant sa longueur, la rupture ne 
peut se produire que par des dilatations transversales. La quantité i\ 
étant alors négative, posons 

nous aurons 

Cest la quantité ^^ qui ne doit pas dépasser la limite D, et Ton aura à 

satisfaire à Tinégalité 

A.v<D. 



CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS DE L'ÉLASTICITÉ EN COORDONNÉES CURVILIGNES. 



Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre, d'établir les équations 
de l'élasticité en coordonnées curvilignes. Ce sujet a été traité pour la 
première fois par Lamé, avec une grande habileté, dans le Journal de 
iJouville, 1841. Nous sommes déjà entré dans quelques considérations 
sur la théorie des coordonnées curvilignes dans le Chapitre II du Cours 
de Physique mathématique et dans le Chapitre IV de la Théorie du poten- 
tiel. II sera utile ici de rappeler d'abord quelques principes généraux 
de cette théorie. 



R(q)pel des principes de la théorie des coordonnées curvilignes, 

1. Considérons un triple système de surfaces rapportées à des axes 
rectangulaires et tel que les surfaces de chaque système soient ortho- 
gonales sur les surfaces des deux autres systèmes. Alors chaque sur- 
face d'un des systèmes est coupée par les deux autres systèmes suivant 
ses lignes de courbure. Soient 

/(j:, j, z) — py /, (07, fy z) = p,, hi,x,y, 5) = p, 

les équations de ces surfaces, où p, p,, p^ désignent leurs paramètres 
variables. Tout point M de Fespace, au lieu d'être défini par ses coor- 
données rectilignes Xy y, z, peut l'être par p, pi, p^, qui sont appelés 
ses coordonnées cun^ilignes. 

Désignons par s, 5|, s^ les trois arcs suivant lesquels se coupent les 
trois surfaces orthogonales qui passent par le point M, les arcs 5, s^ , s^ 



io8 
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étant respectivement normaux aux surfaces p, p,, p2- Posons 



\da:) 



(i)'-(è)'=- 









/»î. 



h\. 



Le carré de la ligne infinimenl petite qui joint le point {x,y,z) au 
point {x + dx, y -f- dy, z 4- dz) sera donné par cette formule 

dj:^+ rfj'-H dz*z= ^^dp*+ ^^ rfpî-1- ^rfpî, 

et les éléments des lignes 5, s,, s^ au point M seront 



(B) 



ds=^, ds,^p, ds,= p 



On peut exprimer les rayons de courbure principaux de ces surfaces 
au moyen des quantités A, A,, h^. Désignons, en général, par r,y le 
rayon de courbure de la surface py suivant Tare s^; i, / sont deux des 
nombres o, i, 2 pris inégaux. 




A partir du point M (^g. i), portons sur l'arc ^, la longueur 
MM, = rfi,, et nous aurons 



(C) 






Les normales élevées en M et M, à la surface p se rencontreront en un 
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point O. L'arc 5 qui passe par M| est représenté par M,^', et il est 
tangent à M|0. 

Pour un accroissement dp de p, Tare ds^ se change en iM'M', = ds\ 
compris entre M^ et M,/» mais qui peut être remplacé par la partie de 
la même ligne interceptée entre MO etM|0. On en déduit 

ds\ /'lo — ds 

dsi ~" /-jo 

OU 

/•,o r,o h A, 

Le premier membre de cette formule représente la variation de ds^ 
quand on passe de M à M' ou quand p s'accroît de dp. Nous aurons 
donc, en differentiant l'équation (G) par rapport à p, 

Enfin, des deux dernières équations on tire 

(D) - = ri- 

/•,o /'i dp 

Dans le cas de la tigure actuelle, r^o est considéré comme positif; 

€b\ est plus petit que rfy,, et, par suite, -^ est positif. On voit que le 

rayon de courbure principal r^Q de la surface p est dirigé dans le sens 
suivant lequel le paramètre p et l'arc s croissent. 

Si le rayon de courbure Ti^ est dirigé en sens contraire, la for- 
mule (D) subsistera encore, pourvu qu'on regarde alors r,o comme 
une quantité négative; en effet, ds\ sera plus grand que ^5,, et 

dh, , ,./. 

•^ sera négatif. 

De la formule (D) on déduit ensuite les six formules renfermées 
dans la suivante : 

I hj dhi 

t'tj "" hi dpj 
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Expressions des dilatcuions^ des glissements et des rot4itions 

en coordonnées curvilignes. 

i. Désignons par /une ligne infiniment petite située dans un corps 
et par 0/ raccroissement de cette ligne, provenant de la déformation du 
corps; nous aurons cette formule obtenue (Ghap. I, n^ 13) 

0/ 

— = ^^ cos'a -^ ^y cos*^ -t- ^2 cos**/ 

-r- ^'yz cos 3 cos-/ -H gzx cos y cos a -h gxy cos a cos ^. 

Soit M Forigine de la droite /. Considérons un triple système de sur- 
faces orthogonales, et soient 5, 5|, s^ les intersections de ces surfaces 
qui passent par le point >I. Menons en M à ces courbes les tangentes 
yix\ My, M 5' et prenons-les pour axes de x', y^ z\ La formule précé- 
dente peut être appliquée par rapport à ces axes de coordonnées. 

Les quantités ;>j; , ^y^ d^- seront les dilatations suivant les normales 
aux surfaces p, p,, pj, et gy^', ^,vt gxy' seront les glissements sur les 
éléments des plans tangents en M. Nous aurons ainsi 

-j = jj. cos*a -+-... -h gyz cosp cosy -+-... 
du' . fdv' div 



= Z[?^^^ 



«a -t- . . .-h {-^, 4- ^ j cos;3 cosy -r- . . ., 



a, ^, Y étant les angles de /avec les nouveaux axes. 

Cherchons maintenant a exprimer j en coordonnées curvilignes 
Nous avons 

l^^djc'^-^df^^dz'^^.^^^^^ 
-^ A* h\ h\ 

et, en diSerentiant selon 0, 

// k hi /il A, /it, 
dp fd^p dp èh\ dpi/dipi r/p, ÔAA dp^/dSpi dp^ i^i\ 



ÉQUATIONS DE l'ÉLASTICITÉ EN COORDONNÉES CURVILIGNES. II! 

Nous avons ensuite 



rfap=r^rfp + ^rfp,+ ^^Prfp., 



• • • t 



et il en résulte 



-\dp h) h^-^\ dp, hj h]'^\ dp, /i, ; h\ 

_J_ /^« ^^Pt ^ ^ ^ ^pl \ ^ ^Pl _^ 
Divisons par P et remarquons les égalités 

dp ds dpi -j dpf 



nous aurons 



'Y — — >^ r- )C0S*a -H. . .H- jf -j^- 4- i- -3-— )C0S3C0SV-+- 

i \ dp h / \h^ dp, h, dp, J «^ ' 

En comparant cette formule avec (i), nous aurons 

_ du' __ d 8p Sh 

<") ^'-dx'"^ dp "T' 

^^^ ^^- "" r/5' df/ ~ //, dp, "^ /i, rfp, ' 

Désignons maintenant par R, R,, R2 les projections sur les axes des 
ar, y, 5' du déplacement du point M qui résulte de la déformation. 
Comme op, Sp,, Spa seront les variations éprouvées par p, p,, p^, nous 
aurons, d'après les formules (B) [n** 1 J, 



On a aussi 



R 


3p 
- h' 




R.= 


ipt 


R, 






ikz= 


dh 

dp 


dp + 


dh , 

^P. ^'^^ 


dp. 


^Pi, 
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et, d'après cela, les formules (2) et (3) deviennent 

^ r/.R/> I (dh „ . dh ^ . dh ^ ,\ 



ors 



/*j rfp, A, f/p 






fi 



Par une permutation sur les indices, on obtiendra les formules rela- 
tives aux deux autres dilatations et aux deux autres glissements. 

3. Le calcul précédent nous donne dans les glissements les sommes 
de deux dérivées de u\ ç\ w' prises respectivement par rapport à j', s', 
à z\ x' et à x\y. Nous pouvons obtenir ces six dérivées séparément, 
et il nous suffira de calculer une de ces dérivées, les autres pouvant 
s'en déduire par analogie. 

Posons 

D'après ce que nous avons vu (Chap. I, n^l4), er désigne l'angle dont 
Ma/ tourne vers My par suite de la déformation {fig^ 2). Soit M' un 
point pris sur l'arc s et infiniment voisin de M; menons-y la tan- 
gente M'T et désignons par t l'angle infiniment petit formé par M'T 
avec M.r'; nous aurons 

dy' 

tangT-^, 
et (j sera évidemment égal à l'angle dont tournera M'T. 

Fig. 2. 



,^ T 




M' 



a' 



Par suite de la déformation, les coordonnées dx\ dy An point M' 
se changeront en dx' -\-dù^ dy-^-dv'^ et l'angle t se changera en t -+- a; 
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ainsi, nous aurons 

(J . / dv' du' \ 

cos*T \ sinrcw cost dsj 

On en déduit 

dç' . du' 
ds ds 

Or, au point M', les valeurs de R et R, sont 

R = rt'cosT -+-t''sinT, 
Rj~ i^'coST — M'sinr, 

et il en résulte 

û^Ri d^'' . du' ... , .d-: 

— — = cosT-i sinr-; (i' sinr -h m'costj-j-* 

ds ds ds ds 

Or -7- représente la courbure de la surface p, suivant l'arc 5, et Ton a 



d'c \ /e, dh 

ds /'oi "~ h dpi 



On a donc 



^R. dç' .du' R 

*01 



ds ds ds f't 



par suite 



rfR, R 

ds /'oi 



Enfin, d'après la formule (4)» on obtient 

(i>) -7-; =: —~ H =z/l— -i-+-R--i -7-. 

dx' ds /'oi ap /i dpx 

En permutant les indices o et i dans cette formule, on trouve 

du' dK R, , dK ,, h dh^ 
(6) wT = 37- H ~ ^'1 :? — J" Ri 7- T7^ • 

' dy dsi t'iQ dpi ■'/*, dp 
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Enfin» en ajoutant ces deux dernières formules, on obtient 

ce qui s*accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus pour les glis- 
sements. 

4. Il y a d'autres quantités qui se composent des mêmes dérivées 
que les glissements : ce sont les doubles des rotations de Télément du 
corps, situé à l'origine des a?', y, z\ autour de ces axes(Chap. I, n** 15); 
elles sont données par les formules 

~ dy' dz'' ' ~ dz' dx' ' ' ~ djc' dy' ' 

D'après les formules (5) et (0), nous aurons 
nous aurons de même 



-V..[4;(|)-|-.(S^)] 

*.=m[|.(S)-^©] 



Expressions des forces élastiques à l'intérieur d'un corps isotrope, 

5. Désignons par A, A|, Aj les forces élastiques normales qui agis- 
sent respectivement sur les plans des j^', des z'x\ desor'y et par^ist 
^3o> ^01 l^s forces élastiques tangentielles exercées sur ces plans. Re- 
présentons aussi par u la dilatation de volume, et nous aurons (Chap. II, 
nM) 

•j =r ^j. 4- ^y -f- ^- ; 
A ^=rX'J -h 2^^,, Aj— Xj -h 'lll^y, Ai=:Xj H- 3 fX^s' ; 

Donc, d'après les formules qui viennent d'être obtenues, nous aurons 
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les expressions suivantes des forces élastiques en coordonnées curvi- 
lignes : 

. ^ [d.n/i I /dh _, dh „ , dh ,, , \] 

. ^ rrf.RjA, I fdh^^. dh^.^ , dhi n , \"| 

^'=^-' -^ ^'^L^pT ~ Â, (rfF '^^ ^ 5p; ï^'''--^ 5^ •*«''•) I' 

. . rrf.Rj/*j I (dh^^, dh^^ , dhx n , \1 






/i, ^0, As dpx 



h r/.R,/i, ^, ûf.R/j 

do h dpi 

A, e/JU /* r/.R,/i, 



c/p, hx dp 



On peut présenter les expressions des forces élastiques d'une autre 
manière, en introduisant les rayons de courbure principaux des sur- 
faces orthogonales. 

I^s dérivées de ii\ v\ w* exprimées à l'aide des rayons de courbure 

principaux des surfaces orthogonales. 

6. On peut faire disparaître complètement des formules précédentes 
les quantités h, A,, /lo, en introduisant les diflerentiations par rapport 
aux arcs 5, 5|, s., et les rayons de courbure principaux des surfaces or- 
thogonales. 

Nous avons obtenu ci-dessus les deux premières des six formules 
semblables suivantes : 



(«) 



dK' 

dx' 


ds /'o, 


du' 
dv' 


__ rfR R, 

ds^ /'lo 


div' 

dy' 


^R, ^ R, 

dsx r„ 


dv' 
dz' 


rfR, R, 

dst /•„ 


du' 
~dz' 


dW R, 

dSi /'jo 


dw' 

dx' 


rfR, R 

rfv /oî 
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Nous avons aussi trouvé (n** 2) pour V une formule qui peut s'écrire 

du' dK ^ /i, dh ht dh 

dx' ~ do * /i dpi * h dp^ 

Nous en concluons la première des trois formules semblables 



(^) 



du' 


dl^ R, 


R, 


d.r' 


ds i'ox 


rot 


di' 


^R, R, 


Ro 


dy' 


r£ç, r„ 


'10 


div' 


dRt R 


Ri 


Hz' 


d.u /•„ 


ru 



Les formules (b) fournissent les dilatations linéaires. En ajoutant 
les deux formules (a) de chaque ligne horizontale, on obtiendra les 
glissements gj.y^ gy^-, gg^; c" l^s retranchant, on aura les doubles ro- 
tations 9t\ *£i, ^2» Enfin, des dilatations et des glissements, on conclura 
les forces élastiques. 

Traitait des Jorces élastiques dans un corps isotrope. 

7. On a, pour le travail des forces élastiques développées dans un 
corps isotrope, 

'^ = - ^/['^' ^ ^r-+- ^\? -^ ~^- -^ î^'-^ l gly -^ ^ (^^ ^-+- ^\)*] dm, 

l'intégrale étant étendue k tous les éléments dus du volume du corps 
(Chap. II, n« 6). 

Cette intégrale pourrait être mise immédiatement en coordonnées 
curvilignes; mais auparavant nous allons lui donner une autre forme. 
La quantité soumise au signe d'intégration peut s'écrire ainsi 

y. -^ i\x /du dv div\^ 
2/x \^j: dy dz ) 

"^ 2 \dz dy) "^ 2 \dx ~ ffz ) ~^ ^ \dy ~~ dJp) 

\^- r/v t/3 dy) '^ '^\dj^ dz dx ~d~z)^^ \dy' dJ-" dy dx)' 
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Or l'intégrale de la troisième ligne, multipliée par dw et étendue au 
volume entier du corps, se réduit à une intégrale superficielle. En effet, 
nous avons 

./ ciz ciy -^ dz ,1 dydz ' * 

rdv dsv ^ r g^r 

./ dv dz " 'dy J dy dz 

et, en désignant par [jl et v les angles de la normale à la surface du corps 
avec les axes des j et 5, on on déduit 

r/dv di%' div dv\ , r/ dv dv \ , 

j[dhd^-d-= Trj'^^-j (^,coSM- ;^-cosv).,.rfa. 

(h étant l'élément de la surface du corps. Le même raisonnement peut 
être appliqué à deux intégrales semblables. 

D'après cela, désignons par J' ce que devient ^, quand on en sup- 
prime une intégrale superficielle, et nous aurons 

ij \ [J. \dz dy J \dx dz J \dy dx j J 

Les quantités ^ __,... sont les doubles rotations autour des axes 

^ dz dy 

des a*, y, z, et la quantité soumise au signe d'intégration est invariable 
par la transformation de coordonnées. Pour employer les coordonnées 
curvilignes, nous remplacerons d'abord cette expression par 

2j L v- \"^ « r / V"-^ «5'/ \dy dx' J J 

x\ y\ z' étant des coordonnées dont les axes varient d'un élément à 
l'autre du volume. Enfin, d'après les notations ci-dessus, nous aurons 

r ^ - ^ j"(?-tl/f .« 4- a^« ^ a^j -H ^î) rfHT. 
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Équations de l'équilibre d'élasticité dans un corps isotrope, 

8. Calculons la variation S.f\ résultant d'une déformation infiniment 
petite. Nous aurons 



Nous avons ensuite 




a -= — r- a -; — r « 



/■"*"*=/ -A-'r - ^ - -^J"^''^'-^'-' 



intégrons par parties, en marquant seulement par des points une inté 
grale superficielle qui ne doit pas nous servir, et nous aurons 



dw -+-.... 



Posons 
et nous aurons 

OU, en négligeant encore une intégrale superficielle, 

On a de même 

/"■• * * - -/( F. f *«■ - j 2^« ) "0 "P. «. 

Décomposons les forces extérieures suivant les trois normales aux 
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surfaces p, p,, p^, menées en chaque point du corps, et désignons par 
F, F,, Fa les sommes de ces composantes. Représentons aussi par (Sj) 
ce qui reste de Sj", quand on en supprime les intégrales superficielles 
indiquées ci-dessus, et nous aurons, pour l'équilibre, d'après l'équa- 
tion générale du principe des vitesses virtuelles, 

(if) -+-/(F aR -+- F, oR, 4- F, oRt) dm =z o, 

en négligeant les conditions à la surface du corps. 

Après avoir remplacé (o<f) par sa valeur dans cette équation, éga- 
lons à zéro les coefficients de SR, SR,, SR^ sous le signe commun d'in- 
tégration, et nous aurons ces équations obtenues par Lamé et relatives 
k l'équilibre d'élasticité d'un corps isotrope 



(L) 



d\S\y 


dZ l~h2u h d'j I F 


dpi 


dpi iJ. hi/ii dp iJ. /tih^^ 


dZ 


dX A4-2a ^, d'j i F, 


dp 


dpi /x /if/i dpi ' fJL hih^ 


dcXo 


d\S\y X-f-2a /u du 1 F, 


dpi 


dp jjL hhi dpi ' lÂ hhi 



'X, liSi, e étant fournis par les équations (n"^ 4) 

d /RA d /R«\ /^ j^ 

dpi\hj dpi\hj Al/*/"* 
dp\h) dp \/iJ - hh,^' 

Si, au lieu des équations de l'équilibre d'élasticité du corps, on vou- 
lait avoir celles de son mouvement vibratoire, on ajouterait, dans les 
équations précédentes, aux forces F, F|, Fa respectivement les forces 

d'inertie 

^*R c?*R, rf*R, 

dt^ dl* dt* 

m étant la densité du corps. 
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La dilatation cubique u satisfait (Chap. II, n"" 2) à Téquation 

. m d}\j 

qui peut s'écrire 



tn d'u 




2fX dl^ 

Dans le cas de l'équilibre d'élasticité, les équations (L) et (M) se- 
ront, en général, bien disposées pour l'intégration. On déterminera 
d'abord la forme de u par l'équation 

Au = o; 

les trois équations (L) détermineront ensuite «i., ui>, £; puis des trois 
équations (M) on déduira R, R|, R,. 



Equations de V élasticité en coordonnées provenant d*un système 
de surfaces et de lignes orthogonales à ce système de surfaces. 

9. Un système de surfaces étant donné, on ne peut en général 
trouver deux autres systèmes de surfaces orthogonaux entre eux et 
orthogonaux au premier. Mais on peut alors considérer le système 
donné de surfaces et le système des lignes qui coupent orthogonale- 
ment ces surfaces. 

Traçons sur ces surfaces les lignes de courbure que nous désigne- 
rons par ^1 et s.^^ et désignons par s les lignes orthogonales aux sur- 
faces. Nous pourrons encore décomposer le volume d'un corps en 
parallélépipèdes curvilignes infiniment petits, dont les côtés seront 
situés sur trois lignes s, s^ , s^ passant par un même point, et le volume 
de chacun de ces parallélépipèdes sera dsds^ds.^. 

Nous nous sommes déjà occupés de ce genre de coordonnées dans 
la Théorie du potentiel (Chap. IV, n"* 17-23). Désignons par a les sur- 
faces données; soit M un point d'une surface a, soient s^ et s^ les 
lignes de courbure de a qui passent par M. Le long de s^ et s.^^ menons 
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les lignes s orthogonales aux surfaces a; nous formerons deux sur- 
faces que je désigne respectivement par a^ et a*,. Les lignes s, 5,, S2 ne 
seront pas des lignes de courbure des surfaces a, et Œj. Mais nous 
pouvons considérer les sections normales faites dans ces trois surfaces 
suivant les tangentes à ces courbes. Désignons alors par/v,y le rayon 
de courbure de la surface ij suivant Tare .9,. 

Nous aurons, pour les éléments des surfaces g-, g-,, g-.,, 

cf'7 — <f.v, dsit d^^ := ds^ ds, dtj^ ^=: ds ds^. 

Posons 

Il I I I 1 II I 

y ' ''lo /'îo' yi ~ ''si '01' 7î ~ /'oî '12' 

le parallélépipède curviligne construit sur ds^ ds^, ds2 aura une base 
d^ " ds^ds^ qui correspond h s, et sa base opposée drs' correspondra 

a 5 4- rfy, et nous pourrons représenter dn' — di par —,— ds. Or on re- 
connaît facilement qu'on a 

dfj' =r ds* dsm (1 1 ( » — — 1 ; 

il en résulte 



dfj' — dij —- ^ ( \- — ) dm^ 



ou la première des trois formules semblables 

ddç dfj dd'jx dix dd'j^ _ d^^ 

ds "~ y dsi Yi' ds^ y^ 



(3t) 



10. Nous allons maintenant montrer que les formules obtenues au 
n'* 6 ont encore lieu. 

D'abord, le raisonnement du n** 3, qui sert à établir la formule 



di' dWx . W 

'01 






reste entièrement applicable, et Ton en conclut par analogie les six 
formules (a) du n*" 6. 

Cherchons ensuite la formule qui donne D,. — /'. • Il s'agit d'ex- 

M. FJast. iG 



£22 



CHAPITRE IV. 



primer cette quantité au moyen de R, R,, R^. Pour simplifier, suppo- 
sons d'abord que R^ soit nul. 

Menons les lignes M^', My, M g' tangentes aux arcs s, s^, s^ qui pas- 
sent par le point M. Soit Mb == ds, qui se projette en MA'= dx\ 

Le point M (/ig. 3) éprouve, par suite de la déformation, un dépla- 



•Jg. D. 



y 



y 



M 






i^\ 



X' 



cément R suivant Mx' et un autre R, = Me suivant My. Le point 6, 
extrémité de ds, se déplacera d'abord de R -+- û?R suivant la tangente 
en h, par suite de rfR =^ hc par rapport au point du corps situé primi- 
tivement en M, et en second lieu il se déplace de cA = R^ h- rfR, nor- 
malement à l'arc Me. Des points c et A, abaissons sur Mo?' les perpendi- 
culaires cc\ hh'. 

Le déplacement total du point b, par rapport au point M, aura pour 
projection sur Taxe des x' 



On a ensuite 



(?) 



du'zz - b'h'. 



b'h' -^ h'c'-b'c'. 



En négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur, on obtient 

b'v'iz- bCT. d\\\ 

puis, en menant la tangente cï à l'arc s, 

h'c'- ~ R, cos(/ic, jc') =1 l\i sin(cT, x'); 

l'angle de cT avec M.r' est l'angle de contingence de l'arc Mr; on a donc 



li'i'-.. V\ 



r 



01 



Ainsi l'égalité (^) devient 



du' R, -~ .-dV\. 

/'oi 
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Divisons par as et remarquons que ~- est égal a y^; nous aurons 

du' dK R. 



dy ds r 



01 



En établissant cette formule, j'ai supposé R^ nul; si R^ n'est pas 

du' 

nul, il donne évidemment dans -j—, un terme tout semblable à celui 

au 

que donne R,, et il en résulte» 

du' d\\ Ri _ Ri 

du' ds /„, / 02 

(^est la première des trois formules (h) du n'' 6; les deux autres s'en 
déduisent par analogie. 

11. Occupons-nous ensuite des équations de l'équilibre d'élasticité. 
Nous aurons encore, pour la variation S.f du travail intérieur des 
forces élastiques, en supprimant des intégrales superficielles. 



Orf 






dvs étant égal à ds ds^ ds^. 

En faisant la somme des trois dilatations linéaires, nous obtenons 



•J r^ 



\ ^5 y / \ dsi y, / "" V f/.v, y, / 



et u\ a\, <i?a, doubles des rotations, ont pour expressions' 

Ne considérons dans âj' que les termes en oR et supprimons les in- 
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tégralcs su|)erlici<»lles. Nous aurons 



/ 'j oj djs - - l j ( —-1 —■\ (h ds -r- . . . 



Nous aurons de même 



^ (ti>aa^ H- a\ 5JL\ T- a\ oo?,) ^GT i-_ r(^- — ;- o'r) a^, ^/sr/^i t/5. 



Y^oR I 



■/(-i; 



/• 



ôR ) a'j ^5 t/$i ^/.vj 



ai 



et, par Tinlégration par parties, 



-/i: 






os 



.r*../[1^;Pl...,^],„., 



Dans Inéquation du principe des vitesses virtuelles (n" 8 ) 

(oJ) -+- / (F m -+- F, ôR, H- FsdR,) r/cT = o, 

égalons à zéro le coefficient de oR; nous aurons 












- T, ^1 rfs, 4- F rfï t/s, ds^ r-.. 
'oi J 



Cette équation peut s'éci-ii-e 






>. -i- •> 'JL |V/ 



;jL I </.î \ ils y f 



j I ds F ds dsi dsf. 



Appliquons les formules (a ) ol divisons par (IsfIs^ ds., ; nous aurons 
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la première des trois équations semblables 



ris 






lis f'iQ \d,Si /"oi/ ' fA ciSi^ IX ** 

Quand on aura déterminé a\ <f|, a'a au moyen de ces trois équa- 
tions, on calculera R, Ri, R^ au moyen des trois équations (y). Quant 
aux rayons de courbure r,2, Ta,, ro,,ro2, qui entrent dans ces formules, 
ils pourront être calculés selon ce qui a été dit (Théorie du potentiel y 
Chap. IV, n°M8et23). 



Équations exprimant réquilibre des forces élastiques. 

12. Dans les numéros précédents, nous ne nous sommes occupés 
que des corps isotropes; nous allons maintenant exprimer en coordon- 
nées curvilignes l'équilibre des forces élastiques à l'intérieur d'un 
corps homogène, isotrope ou non. 

Le travail élémentaire des forces élastiques qui agissent à l'intérieur 
du corps a pour expression 

(Chap. I, n" 19;. 

Par un point M quelconque du corps, menons les tangentes }\x\ 
My', M^' aux lignes s, ^,, s.^ qui y passent, et ces droites seront des 
axes de coordonnées pour des points situés à une distance intiniment 
petite de M. Considérons le parallélépipède curviligne dxs — dsds^ ds^ 
dont le sommet est en M, et désignons encore par le Tableau 

A, Cîoi, Cjo swidi—ds^dSi^ 
^oM A,, €,2 » d7i -dSids, 
^10, ^u» Aj »> d(Ti—dsdSi, 
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les forces élastiques qui agissent respectivement suivant ds, ds^^ ds.^. 
En appliquant la formule précédente» nous obtiendrons 

du' . ^dv' . ^d»'' 



^*=-/[*^^-*.^i^-*."- 



dz' 
4-^,,o(^, -h ^^)-^^,oô(^, -I ^ l-hSo, ô(^", -+-^, ) \dnj. 



^ ^fdv' dw'\ ^ ^fdiv' du'\ ^ Jdu' di' 



du' dv^ ^^ 

dy' du' J \ 



Or nous avons trouvé (n°* 6 et 10) 



du' r/R W, K, 

dx' "' ds /'oi /'oî 

dy dsi /'i, /'lo' 

dM'' dlh El R, 

«W t/|S%{ /'jQ /jj 

di>' div' dH, dix, R, Rj 

dz' dy' dSi ds^ /u /',, 

div' ^ M ^R, ^ ili *A 

d.v' dz' dx dsi /jo f'^t 

du' di' dl\ dW, R R, 

dv' dv dsi ds /\,i /•,(, 



» 



Les termes de o.f dépendront de oR, oR, ou âRa ; calculons seulement 
ceux qui dépendent de ôR : 



'd{\d(j) , 



oR t;fe, 



t/g- ds, 



/ko-r-.dfids donne — / 

d.v' J ds 

J dy J r,o 

I Aj -j-f di ds » — I Aj -^ drj ds. 
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Égalons ensuite à zéro le coefficient de oR dans l'équation 

orf -hà I\F ol\ t F, oR, 4- F, oR, ) dm ^ o, 

et appliquons les formules (a) du n*" 9; nous obtiendrons ainsi la pre- 
mière des trois équations semblables 






dsi 



ds^ 



F r=z 



A - \, A-^\, 



/• 



lu 



/• 



9. ï _ 



so 



as asy ds^ 

d^f,^ d(r^^ r/A, -, 

— - -\- .Ji~ — — _ i _ |< 

ds dsi ds^ 



A,- A, A 



/• 



21 



/• 



01 



\'0I '11/ 

s' li 'Oî/ \'lO 'ÎO/ 



\, -A V, - \, / cî 

-i- ■ t- ' — 

''oî '*12 



I- 1 i ) ^20 -H ( i ) ^11 

'20 ' 10 ' \' 21 '01 



Ces équations ont été démontrées par Lamé pour un système de 
coordonnées provenant d'un triple système de surfaces orthogonales; 
mais, d'après notre raisonnement, elles sont également applicables à 
des coordonnées déterminées par un système de surfaces et ses lignes 
orthogonales. 



Démonstration géométrique des équations précédentes, 

13. Nous allons retrouver les formules précédentes, en exprimant 
l'équilibre du parallélépipède curviligne, construit sur ds, ds^ , ds.,, sous 
l'influence des forces élastiques qui s'exercent sur ses faces et des 
forces extérieures. 

Les forces élastiques, qui s'exercent vers l'extérieur sur les trois 
faces correspondant aux plus petites valeurs de .v, 5,, s.,, sont données 
par le Tableau suivant : 



^.v. 



ds^. ds^. 



A 



01 



G 



20 



(^ 



01 



A. 



in 



12 



20 



12 



*Aj 



sur dd n^ dsi dst, 
)j dd^ T^ ds^ ds. 



» ddi -- r/.çr/v,, 
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les forces de chaque ligne verticale étant dirigées suivant les tangentes 
à l'arc indiqué au-dessus. Désignons par rfa , d^\, dfs\, les trois faces 
opposées à ^a, drs^, d^^ dans le parallélépipède, et représentons par les 
notations précédentes, avec un accent, les forces élastiques qui solli- 
citent ces faces. Désignons aussi par s\ s\, s.^ les arcs s, ^, , s.,, terminés 
aux faces rfcr', rfcr^ dn.,. Alors les forces élastiques, qui s'exercent sur 
ces faces et vers l'intérieur, seront représentées par le Tableau précé- 
dent, dont on accentuerait toutes les lettres A, G, s et a. 

Désignons par M le sommet du parallélépipède, où commencent les 
trois arcs ds, ds^, ds^, et menons en ce point IM une tangente Mx' à ds, 
puis projetons sur cette droite toutes les forces qui sollicitent le paral- 
lélépipède, afin d'égaler leur somme à zéro. 

Prenons d'abord, en les changeant de signe, les projections des 
forces indiquées par la première ligne verticale du Tableau ci-dessus 
et celles des forces semblables A', g'^,, ^'.,^. Nous aurons, pour leur 
somme, 

( A -h ,- ds) ctd' — A d<7 -h 1(5q^ î — j-^ dSi j d(j\ — ^oi dfj^ 



-h 






et, en nous rappelant les formules qui donnent da — di, . . ., nous ob- 
tenons 



(a) 



ds a.V| ds 



\ 

< 



Les six autres forces indiquées par la deuxième et la troisième ligne 
verticale du Tableau ont des projections nulles sur Mo:'; mais les six 
forces semblables agissant sur dG\ drs\, d(j^ ont des projections diflTé- 
rentes de zéro, et nous allons les déterminer. 
La projection provenant de A', est 

{a) A;^cr;cos(A;,.0 -K.'i^^^'^dTs, 

CIS ^ 

s\ indiquant la direction de la tangente à l'extrémité de r/5,. Ilestd*ail- 
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leurs évident qu'on peut remplacer A'^ par A, dans cette formule. Le 

numérateur de , '' varie et s'annule en même temps que as^, et 

ce rapport est analogue à une dérivée; nous le calculerons plus loin. 
De même, la projection provenant de k\^ peut s'écrire 

, ,. . cos(.v',,.0 

(6) A.— ^^^— .te. 

On verra encore que s'^,, dirigé suivant^',, et c,,^, dirigé suivant 5'^, don- 
nent respectivement les projections 

, , -. cos(.ç', ..v) cos(.v',,.0 , 
(c) (Soi ^j d^, tso, ^ — dw, 

s\ et s.^ étant ce que deviennent les directions des tangentes à dst et 
ds2 quand s s'accroît de la quantité ds, indiquée au dénominateur. 

Enfin, il existe deux forces égales à G, a, dirigées Tune suivant*.,, 
l'autre suivant s\, et qui donnent les deux projections 

. cos(.ç',,.ç) ^ cos(.v', ,.ç) . 

par exemple, s.,, dans la première, indique ce que devient la direction 
de la tangente a ds.^ quand ^, s'accroit de ds^. 

14. Prenons maintenant des axes rectangulaires fixes des x, j\ z, 
et par rapport à ces axes désignons par a, 6, c les cosinus directeurs 
de la tangente menée au commencement de ds; soient ensuite a,, b^, 
c, les mêmes cosinus pour rf^,, et a^, b.^,c.j les mêmes cosinus pour^&a. 

Les cosinus directeurs de /, sont ce que deviennent a,, 6,, c, quand 
5, s'accroît de dst ; donc les cosinus directeurs de s\ sont 



et l'on a 



dcii , , dbi , dcx , 



cos(^' 5) da* .db* de* 

' — a -,— 4- b -7-^ -h c -,— 



ds^ dsi dsi dsi 

M. — Éiasi. 1 7 
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OU (Théorie du Potentiel, Ch^ip. IV, n" 18 ) 

cos f ç'i , 5 ) I 

On a de même 

oosm', v I da dh de i 



r 



On a ensuite 

cosTç',,.?) r/a, , dbt de. 

Pour nous représenter le cosinus de cette formule, prenons MMj = ds^ 
et par le point M^ (/ig. \) menons l'arc s\ ; soient M^a-, et M^ v, ce que 




s'^ 



\ 
\ 



\ 



\ 
\ 



*i 



» 




- f- 

7 



/^ 



deviennent Mo:' et Mj. L'arc 5', sera normal à 5. et à M..r',. En négli- 
geant des infiniment petits d'ordre supérieur, s\ ou M^v', P^ut être 
regardé comme normal au plan x'yiz' et, par suite, normal à M.r'; on 
a donc 

cos ( s\ fS)_ 

dSf 

il résulte de là que les expressions {d) sont nulles, et que les expres- 
sions (a), (A), (c) ont les valeurs suivantes : 

dm dm ^ dm ^ dm 

A| ) A2 -7— » - ^'01 T^ ' — ^'"oî T" • 

'10 ''20 ''01 'oî 

Faisons la somme de ces quatre expressions, de l'expression (ol) et 
de la composante Fr/crr des forces extérieures, et égalons cette somme 
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U zéro; nous retrouverons la première des équations de l'équilibre des 
forces élastiques, obtenues (n" 12), et les deux autres s'en déduisent 
immédiatement. 

Équations de rélasticùé en coordonnées cylindriques. 

15. Appliquons les équations obtenues dans ce Chapitre pour les 
corps isotropes au cas très particulier où les trois systèmes de surfaces 
orthogonales sont : i" des cylindres de révolution autour d'un même 
axe; 2** des plans méridiens passant par cet axe; 3" des plans perpen- 
diculaires à cette droite. 

Désignons par r le rayon des cylindres, par (p l'angle de chaque mé- 
ridien avec un méridien fixe et par :; la distance de chaque point à un 
plan fixe perpendiculaire à l'axe. Puis posons 

p - /•, pi -?» pi— -; 
nous aurons donc 

{/s rzr dr, dsi =: /' do, dSi ir-. dz ; 

par suite, 

r 

Désignons par U, V, W les déplacements suivant r, 5, et :?; cinq 
courbures principales sur six sont nulles, et l'on a (n" l ) 

1 f 

'lo "' r 

Nous aurons ainsi, pour les expressions des forces élastiques normales 
dirigées respectivement suivant r, la perpendiculaire au méridien et 
suivant l'axe des z, 

A -- \\ :-- A'J -f- 2 a -7- » 

' dr 

I ^V L 



I - 



' \r d'j r I 



Aj^: Z = X'J -h 2^ 



dz 



l32 CHAPITRE IV. 

avec 

d{] U I dA' d\Y 



_}_ — _| -4- 

dr r r d-^ dz 



et les forces langentielles sont 



. (dW ^i d\\ . 

(dW d\}\ 

La dilatation cubique *j satisfait à Téquation 

d^u 

(A-f-2;z)Au:--im^- 

ou 

^li I c^u i d*u d^u m (/"y 

dr^ r dr ' /•* û^cp^ e^5* À -i- j/jl <//* 

et Ton a ensuite, pour les équations du mouvement qui renferment 
celles de Téquilibre (n** 8), 

d\\\* de _ l-^i^j. du r I d^{}\ 

dz d(^ ~ |JL dr ix\ dl^ j 



de 

dr 



dAo l-\-'xu i dj I /^ d^y\ 

-r- — - ~r -^ — F, — m -j-T- 



—. 7- = r -7- -+- - I r,— //i -r. l> 

<^/cp a/* ;jL a 



dz p \ ^/^* ' 



en posant 



d{r\) r/W 

I 

d\\ ^U I , 

6//- ac r 

d\^ d(r\) _ ^ 

—-- -. r^. 

do dl 
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Equations de l' élasticité en coordonnées sphériques. 

16. Le corps considéré est encore isotrope, et Ton prend, pour le 
triple système de surfaces orthogonales : i° des sphères concentriques 
dont le centre est en 0; 2^ des cônes qui ont leur sommet en ce 
point et qui sont de révolution autour d'une même droite L, enfin 
des plans passant par L. 

Soient r le rayon des sphères, o la latitude ou le complément de 
Tangle de r avec la droite L, enfin '| la longitude ou l'angle d'un plan 
du troisième système de surfaces avec un de ces plans pris fixe. En 
conséquence, posons, dans les formules générales, 

p~r, pi — ?, Pi'~-'W^ 

nous aurons 

ds:rz -f z=: dt\ ds. ^r — - — r fi^o, ds, -^ -^^ =z r ces 9 ddf 



et, par suite. 



// -— I, /j, r-: -, /l,— r 



On en conclut, pour les six courbures principales, 

I I I I I langQ I I I 

/"lo f ''20 f 'ji '* '01 '*ot ''iJ 

Remplaçons R, R,, R^ par les lettres U, V, \V. Ainsi U, V, W sont 
les projections du déplacement total sur r, la tangente au méridien ef 
la tangente au parallèle. Cela posé, nous obtiendrons, pour les expres- 
sions des forces élastiques, 

A — //J -h 2 a -7- j 
' dr 



, , /i dV l]\ 



A*-- Xu 
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et 

\ r cos 9 a'|> /* ao /• / 

' \ dr r cos 9 «'1» /• / 

et la dilatation cubique qui entre dans les trois premières forces a pour 
expression 

I dir-V) î d(\co?>o) I ^W 



/•* dr r cos 9 c^9 /* cos 9 dit 

La dilatation cubique u satisfait à Téquation 



■ ''('•'^•) , ''(Ê"-°'0 



I d^'j m fi*\j 

r- dr r^ cos 9 do /* cos* 9 r/Jy- X -h 2 // dt- 

Knfin les équations qui expriment l'équilibre d'élasticité ou le mou- 
vement vibratoire sont les suivantes 

d\Sl dZ > -f- 2 a , d'j /•« cos 9 /,, rf* U \ 
— ^ /-coso ' ' ** •" ^ 



d'}^ ^9 jJL 



c/i» /•- cos 9 /,, rf* L \ 

' dr 1^ \ «'^^ / 



<7C d'h y~\-7.iL d'j /*oos© 
— coso-.- H 



dr d'\t IX """«Yq jul \ ' dt^ '' * 

dch r/il!. X-h-^pi I d'j r /^ r/*\V \ 

— - - — !- H - Fa - m — r-- -T o, 

«9 <7/* |JL cos © f/'l» f/ \ ^/^' ' 



dans lesquelles on fait 

d(rV) d(\\r co^o) 
d'^ d^ 

d(\\ rcoscp) dl: 



-- -t/- coso, 



-- ïiî) coso, 



dr d'il 

dV _ d(r\) i_ ^ 

d<î> dr ~ coso ^ 



CHAPITRE V. 

DÉFORMATIONS, QUI NE SONT P4S TRÈS PETITES, 

DES TIGES MINCES. 



Kirchhofra expose une théorie de la déformation des tiges minces 
(Gesammelle Abhandlungen, p. 285), qui a été reprise par Clebsch. Ils 
observent que, si Ton décompose une tige mince en tranches très pe- 
tites par des plans normaux à son axe, les déplacements relatifs qui se 
feront dans une tranche seront très petits par rapport aux dimensions 
de cette tranche et conformes à ceux qu'on étudie dans la théorie géné- 
rale de l'élasticité. Mais, néanmoins, bien que la déformation ne soit 
pas permanente, les déplacements peuvent n'être plus très petits dans 
toute la longueur par rapport k des axes, dont deux sont tracés dans le 
plan d'une des bases et dont l'autre est perpendiculaire à cette base. 

Considérant d'abord une tige droite, ces géomètres supposent qu'elle 
subit une courbure qui n'est pas très petite; puis, à chaque tranche de 
la tige, ils appliquent les formules de la flexion et de la torsion des 
prismes, données par de Saint-Venant. 

Or il semble qu'il y a plusieurs remarques à faire au sujet de l'ap- 
plication de ces formules. D'abord, les formules de de Saint-Venant ne 
doivent pas être très approchées dans le cas où une dimension de la 
section est grande par rapport à l'autre, comme je l'ai fait remarquer 
dans une note (Chap. III, n° 7). En second lieu, les formules de 
de Saint-Venant sont établies dans l'hypothèse d'une certaine distribu- 
tion des forces sur les bases d'un prisme, et alors, en supposant le 
prisme long par rapport aux dimensions de la section, on peut approxi- 
mativement substituer à cette distribution des forces un autre svslème 
de forces statiquement équivalent. Or, dans chaque tranche, les dimen- 
sions des bases sont très petites, mais finies, tandis qu'on regarde dans 
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le calcul la hauteur comme intiniment petite. Il n*est donc nullement 
rigoureux de faire un pareil changement de distribution des forces sur 
les bases des tranches en lesquelles on divise la tige. 

Pour étudier ensuite la déformation d'une tige courbe et les forces 
élastiques qui l'accompagnent, Kirchhoff conçoit qu'on déforme la tige 
courbe de manière à la rendre droite, puis de la forme droite il la fait 
venir k la forme courbe qu'elle doit obtenir en définitive. 

Par ces procédés, on abandonne les méthodes analytiques rigou- 
reuses employées par les géomètres après la création de la théorie de 
l'élasticité, pour revenir à des méthodes analogues à celles des Bernoulli 
et d'Euler. 

Cependant, nous allons adopter cette théorie comme pouvant donner 
une approximation; mais nous en changerons complètement l'exposi- 
tion, afin de n'entrer d'abord que dans des considérations entièrement 
rigoureuses, que nous n'abandonnerons que vers la fin de la recherche, 
quand nous appliquerons les formules du problème de de Saint-Venant. 



Equilibre des forces élastiques sur la tranche d'une tige 

qui est droite à l'état naturel. 

1. Divisons une tige droite en tranches de hauteur infiniment pe- 
tite par des plans perpendiculaires à son axe, et cherchons l'équilibre 
d'une de ces tranches après la déformation. Soit a la base; dans cette 
base d'abord plane, traçons par le pied M de l'axe deux droites rectan- 
gulaires. Après la déformation, ces deux droites et l'axe, devenus 
courbes, resteront néanmoins rectangulaires entre eux. Désignons par 
s la courbe en laquelle l'axe se change, et par ^, , ^a les courbes en les- 
quelles se changent les deux autres droites. 

Représentons par — C, — A, — B les trois composantes de la résul- 
tante des forces élastiques exercées sur la base a, ces trois composantes 
étant dirigées respectivement suivant les tangentes menées au com- 
mencement des arcs ds, ds^, ds.^, qui passent par M. Soit c/ l'autre base 
de la tranche, correspondant à s -hds; par le point où l'axe rencontre 
la base a , menons avant la déformation deux droites parallèles aux 
deux droites rectangulaires tracées dans œ, et désignons par s\, s[^ ce 
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que deviennent ces deux droites après la déformation. La résultante 
des forces appliquées sure/, étant décomposée suivant le prolongement 
de ds et suivant $\ et 5'^, donnera les composantes 

C'= C -+- ^ds. A' = A -+- ^ ds, B'^ B -h ~^5. 
as ds ds 

Décomposons les axes des couples qui sollicitent les bases a et c/ de 
la même manière. La section a sera ainsi sollicitée par un couple dont 
les composantes seront désignées par — a, — x, — Db, et a' sera solli- 
cité par un autre couple dont les composantes seront 

dQ , , d<x , ., e/DÎ» . 

<^ H — ,- ds. ^\& H — r- ds. m» H r- ds. 

ds ds ds 

Il doit y avoir équilibre, d'une part, entre les forces qui sollicitent 
l'élément de la tige et, d'autre part, entre les couples qui y sont appli- 
qués. Pour obtenir les équations de l'équilibre, nous emploierons des 
formules obtenues (Chap. IV, n**' 13 et 14). 

En premier lieu, projetons les forces qui sollicitent la tranche sur la 
tangente Mz\ menée au point M de ds. Les sections d' et cj, égales 
avant la déformation, peuvent être encore considérées après comme 
égales; car elles ne diffèrent que d'un infiniment petit du second ordre. 

Les projections de C et de — C ont pour somme 

dC. 

ds 

La projection de - A est nulle et celle de A' est 



C0S(5', ,.ç) 

ds 



dsS ; 



de même la projection de — B est nulle et celle de B' est 

ds 

Enfin, désignons parFcb la composante des forces extérieures sur la 
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tranche, prise suivant la même direction. Kn égalant à zéro la somme 
de ces composantes, nous aurons 



(«) 



dC . cos(s\,s) cos(5;,5 ) . -j. 

-j- -t~ \ ■} h D î -T- r :^^ O. 

as as as 



Le point M' (/ig. 5), situé sur Tare 5 et infiniment voisin de M, peut 
être considéré comme situé dans le plan s'My ; élevons à la courbe s 



Kig. 5. 




il 



une normale MO située dans ce plan; elle rencontrera My en 0. Dé- 
signons OM par r^; r^ sera aussi le rayon de courbure de la projection 
de s sur le plan s'My . Nous obtiendrons de même r, , le rayon de cour- 
bure de la projection de s sur le plan z'^lx\ 

Le long de ^, et de s^, on peut concevoir des lignes normales aux 
surfaces œ; ces lignes formeront deux surfaces o-, et 0-2, et, d'après ce 
qui a été vu (Chap. IV, n*" 14), on aura 



cos{s\j s) 
ds 

Ainsi, l'équation (a) devient 



/•. 



C0S(5',,5) 

dl 






dC k B p 
ds r, /•- 



2. En second lieu, projetons les forces qui sollicitent la tranche de 
la tige sur la tangente Mj:' menée à 5,. 
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Les projections de A' et de — A ont pour somme 

- — as • 
ds ' 

la projection de C est nulle et celle de C est 

ds Tj 

car on a 

COS(s'jSi) __ C0S(5'|,5) 

ds ~ ds 

d'après ce que nous avons vu au même endroit du Chapitre IV. 
Enfin, la projection de B' sur dSi sera 

B cos ( B', 5, ) ^ B ??Mfil/_0 fis. 

ds 

Quand les lignes 5, ^1, s^ appartiennent à un triple système de sur- 
faces orthogonales ou même à un système formé par une famille de 
surfaces et ses trajectoires orthogonales, on a 

cos(s's^) 
—ds—"-''^ 

Mais cette quantité n'est pas nulle dans le cas actuel, parce que les 
lignes courbes, transformées des lignes qui, avant la déformation, 
étaient droites et parallèles à Taxe, ne sont plus normales aux sur- 
faces a. Ici, Ton a 

C0S(5',,5, ) _ — (.Çj,.*,) 



ds ds 



— ) 



et (5.^,5^ ) indique l'angle drj dont s^ a tourné autour de M5' par rap- 
port h >I.x', quand on passe de a à a'. 

L'angle d\j peut aussi être défini comme l'angle dont œ' a tourné par 
rapport à a dans le sens de Mic' vers My , et peut être appelé Vangle 
de torsion de la tranche de la tige. Posons 



COS(.Çj,.Ç, ) _ ^'"^ _ __ 1 . 

ds ds ' 
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la quantité ^> que nous représentons ainsi par-> sera Tangle de tor- 
sion par unité de longueur de la tige : c'est la quantité analogue à B 
du n** 1 du Chapitre III. Il faut se garder de confondre d\j avec Tangle 
de torsion de l'élément de courbe ds, lequel est l'angle des deux plans 
osculateurs menés aux extrémités de ds. 

Enfin, appelons Y^ds la somme des composantes suivant Mor' des 
forces extérieures qui agissent sur la tranche, et nous aurons Téquation 

^A R C ^ 

ils p /', 

3. Un calcul tout semblable au précédent peut être fait pour déter- 
miner les projections des forces sur l'axe des y. En réunissant les 
trois équations relatives à l'équilibre des forces, nous aurons 

— - ^ - - F - o 

ds f'i Tj ' ' 

d\ n c ^ 

' as p r, 
as p /'j 

F, F,, Fa étant les composantes des forces extérieures, estimées par 
unité de longueur de la tigo. 

Soient 

a, b, c les cosinus directeurs de Mz' par rapport à des axes fixes; 
«if i|» ^1 ceux de Mx'; 
a^, Aj, Cn ceux de M/. 

Nous aurons ces équations 

I _ cos(.ç',5,) da h db de 

r\~ ds ^ ^ ds * ds * ds 

I cos(5', 5,) da . db de 

f'i ds "~ * ds ^ ds * ds 

I C0s(.v' ç, ) / da^ . dbt 
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4. Occupons-nous ensuite des équations qui expriment l'équilibre 
(les couples. Désignons par ^ds^ ^, ds^ ê^ds les composantes suivant 
M5', Ma?', My' du couple provenant des forces extérieures, qui agit sur 
le tronçon de la tige. Mais à ces couples il faut ajouter ceux qui sont 
produits par les forces A. B, C. En effet, les deux forces — B et B', qui 
sont appliquées aux deux bases et qui sont égales et de sens contraire 
à des infiniment petits près, produisent un couple dont Taxe est di- 
rigé suivant Mo?" et dont la grandeur absolue est B ds. Si , par exemple, 
B est positif, la force — B est dirigée suivant le prolongement deMy ; 
B' est parallèle et de même sens que M/'; le couple tend donc à faire 
tourner l'élément du corps de l'axe des 5' vers celui des y'. Ainsi, Taxe 
du couple doit être représenté par 

- B ds. 

On voit de même que les deux forces —A et A' donnent un couple 
dont l'axe est dirigé suivant My, et qui est représenté par 

\ds. 

Enfin les deux forces — C et C ne donnent pas de couple. 

Or les couples se composent comme des forces. Il en résulte que 
nous obtiendrons les équations de l'équilibre des couples, en rem- 
plaçant A, B, C par x, \f^, c et F, F,, Fa par 

.f, c'^i — B, .T,M A, 
dans les équations (a). Nous avons ainsi ces équations 

dZ X \lli _ 

ds r, r, ' 

as p Tj 

-T- H 1 1-3,-f. A = O. 

ds p r. 
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Détermination du rayon de courbure de la courbe s au moyen de r, et r^. 

5. II s'agit de déterminer le rayon de courbure p de la courbe 5 au 
moyen des rayons de courbure r, et r, des projections de s sur les 
deux plans rectangulaires z'}/lx\ s'Mj' (y?«^. 6) menés par la tangente 
a la ligne s. 

Fig. 6. 




c, 



\ 



C,/ 



y/ 



Nous avons, par rapport à un système d'axes fixes des a?, v, r, 



. i^SY K£\ 



iS 



ds / \ ds / 




Or, (Kaprës les notations du n*' 3, la tangente M:;' a pour cosinus 
directeurs a, b, c\ donc on a au point M 



d.T , dy dz 

ds ds ds 



et, par suite, 

p^ ^\ds) '^\(h) ~^ \d's) ' 

Les cosinus directeurs du ravon de courbure sont 



Or on a trouvé 



da db de 

PTs' ''ds' Pjs- 



I da db de 
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on a donc 






^ ~COS(/>,Jr') 

' 1 


on a de même 






f -COS(/^/) 


et, par suite aussi, 






1 I I 

p* '] 'l 



D'après cela, sur Mj;' et My, prenons MC, — r,, MC^ — r^; nous 
aurons les centres de courbure C, et C^ des projections de s sur les 
plans z'Mx' et ^'My'; joignons CjCa et du point M abaissons la per- 
pendiculaire MP sur CiCj; cette ligne MP sera en grandeur et en di- 
rection le rayon de courbure/? de la courbe s. 

Le rayon de courbure r de la projection de s sur un plan mené par 
Ms' et faisant l'angle a avec z'Mar' sera donné par la formule 



I cosa sina 

- __■ \ 



Équations de l équilibre d'une tige droite par rapport à des axes fixes 

des x\ /, z. 

G. Formons maintenant les équations de Téquilibre de la tige par 
rapport à des axes fixes. Pour cela, multiplions les équations (a) res- 
pectivement par a, a^, a,, et ajoutons; nous auroiks, pour Téquation 
de la projection suivant Taxe des x, 

dC d\ dB \a Ba Ba, Cei, 

ds ds ds /-j /-j p Ti 

-i -\ har -hairi-h«,r,= o 

9 ^î 



OU 



(ci) 



i d , . -. .,^ . / dat a a.\ 
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en posant 

Le coefticient de A est nul. On a en effet 



da* a Um 

» h — 

ds r, p 






















" ds -^H" 




€/5 


-h C 


dcx\ 
ds 1 


H- «j 


f«î 


doi 
ds 


-1- 


^, 


ds 




+ aî) + 


db, 

ds 


{ab 


-+-«« 


^) + 


ds 


( rtfC 4- «1 


c,) 


,rfa, 




UxC 


dcx 
'ds 


-- o 


• 













On démontrerait de même que le coefficient de B est nul, et Ton a, 
pour le coefficient de C, 

da ( da , db dc\ i du . db dc\ 



aa , ao ac\ / au , ao ac \ 

dc\ 
ds) 



( da , db c*c \ 
— a [a-z — hc^-T--f-c*-^|=o. 



Ainsi Téquation {d) devient la première des trois équations sem- 
blables 

,- (a, A-r- rtjB -h a(]) f- U -- o, 
ds 

-^ (c, A -+- f , B -4- c C ) -1- W ^ o, 
as 

U, V, W étant les composantes des forces extérieures suivant les axes 
des x^ y^ z. 

Opérons sur les équations (^) comme nous avons fait sur les équa- 
tions (a), et nous aurons 

d 

-^ ( a, «,\fl -h rt, Ub -h a c^ ) 4- t) — «1 B -h «1 A -=: o, 

(B) { ^(6,Jl.4-6,ilb-h6C)-hV^ — 6|B-h6,A = o, 

d 

^ (ci Jl> -H c, i»l> -h c C ) -h \î?> — c, B H- c, A =^ o, 



à 
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en posant 

V) - 6 J -+- 61 i, "h ^j-^'j, 
1R> — c rf 4- c, .f , +- C5 r?, ; 

t), t;>, ^ sont ainsi les composantes d'un couple provenant des forces 
extérieures par rapport à des parallèles aux axes des x,y, s, menées 
par le point M, origine des a:\ y\ z\ 

Les équations (A) et (B) peuvent ainsi remplacer les équations (a) 
et (^) desn^»3 et 4. 

Emploi des formules de la fleœion et de la torsion . 

7. Les raisonnements qui précèdent n'empruntent à la Mécanique 
que les premiers principes de la Statique et sont entièrement rigou- 
reux. Nous allons entrer maintenant dans des considérations qui 
n'auront pas la même rigueur. 

Pour établir les équations (a) et (p) ou (A) et (B), les axes des x* 
et des^' tracés dans la section a et rectangulaires entre eux n'ont pas 
été déterminés. Or, après avoir mis l'axe des :;' suivant la ligne des 
centres de gravité des sections/ plaçons les axes des x' et y suivant 
les axes principaux de la section. Les lignes s, s^, s.^ considérées ci- 
dessus seront donc ce que deviennent ces trois droites par suite de la 
déformation. 

Comme dans le problème de de Saint-Venant (Chap. III» n^ 7), 
nous admettons que les lignes s^ et s^ restent rectangulaires après la 
déformation, ainsi d'ailleurs que deux droites rectangulaires quel- 
conques tracées dans le plan de la section droite. 

Désignons par u\ v\ w' les déplacements des points de la tranche de 
la tige par rapport aux axes des x\ y\ z\ La ligne ^restera normale 
sur 5, et 5,, si les glissements 

du' dw' dv^ dw^ 
dz' "^ dx'' ~dz' "^ dv' 

sont nuls pour x' = o, y = o, 2'= o (Chap. I, n" 14). On satisfera à 
ces conditions en supprimant dans les formules du n° 10, Chap. IIL 

M. — É/ast. 19 
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des termes qui indiquent une simple rotation de tout Télément du 
corps et écrivant 



li':- - 



h a^,.r -î /?, — h n^x y -h I ^, -— ^ o,.r v' I :; 



-'2 ^'3 



^. n - h - I- '^ v' -' 



[y'î._ y't / y'î x'^ \ n 

«0 r ' -+- a, : ^-^— 4- «1 o:'/ -h U, "^ — h 6i x'y\ z' J 



a o 

w'— (ao-ha,a?'H-a,y)5'H-(6,j?'-H6,/)^- 



8. Pour plus de simplicité, supposons que la section ait deux axes 
rectangulaires de symétrie et posons 

ces expressions représentant les moments d'inertie de la section par 
rapport aux axes des or et des v, et, en appliquant les formules des 
n'** 17 et 18 du Chapitre 111, nous aurons, pour les couples •i., ift,, c, 

« 

d-v' 



£: .a? 



(>.'- X»)ff ■-■ 






Or, ^77 et ^, étant très petits, on a, pour les courbures des projec- 
tions de la ligne s sur les plans des z'x et s' /, 

La quantité ^, qui se trouve dans les expressions de u\ r , peut être 
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définie ainsi : — ^ </^ est Tangle dont la section a , distante de a par la 
ligne £&, tourne de Oo;' vers Oy par rapport à a (Chap. III, n° 12); 
on a donc (n*' 2) 



ds 



D*aprës cela, posons 



•=i[<'-->'-/(''f-/^^)""]. 



cv- - 



v^ dépendra de la fonction Uj et, par suite, de la figure de la section, 
et nous aurons, pour les couples d., i«», £, 

r^ /i p 

Comme nous avons vu (n°3), —^ —y - s'expriment au moyen des 

neuf cosinus a, b, c, ... et de leurs dérivées par rapport a s^ et ces 
neuf cosinus peuvent s'exprimer au moyen de trois cosinus seule- 
ment. Ainsi, si Ton remplace ai>, uî», c par les valeurs précédentes 
dans les équations (P) et (B), les six équations (a) et (P) ou (A) 
et (B) auront lieu seulement entre les trois quantités A, B, C et les 
trois cosinus et pourront servir à les déterminer. 

Remarquons aussi que la dilatation longitudinale sera donnée par 
la formule 

. - ^^ 

1 1 — • 



Déformation d* une lige primitivement courbe, 

9. Les équations (a) et (P), qui expriment l'équilibre des forces 
sur une tige déformée, restent entièrement applicables si la tige est 
primitivement courbe au lieu d'être droite; car, dans ces équations, il 

(1) Dans le cas d'une tige à seclion circulaire, on a v2= -— , cl nous verrons à la fin 

du Chapilre VU que Ton doit romplacer E . i^l^-"^-^!^» par Q -- 4!f.(>'|4j^, ^ + t^') , 
qui est égal à E pour X — a. 
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n'entre que des quantités relatives à la forme finale aiïectée par la 
tige. Les équations (A) et (B) sont donc aussi applicables. Les quan- 
tités r^^r29 p exprimeront les mêmes éléments que précédemment dans 
la forme finale de la tige. 

Occupons-nous ensuite des expressions de ^u, iib, 8 à substituer 
dans les équations (P) ou (B). 

Considérons dans la tige à l'état naturel une tranche dont Taxe est 
courbe et dont les bases sont normales à cet axe. On amènera Taxe à 
être droit, en appliquant sur la base cj des couples — x\ — «i»', — z' 
et sur la base opposée a' des couples 

,A.' -^ —^ cis, \\\> H- -7 - ds, e' -H -r- ds, 
as as as 

tous ces couples étant égaux et de sens contraire à ceux qui, de la 
forme supposée droite, amèneraient le tronçon à la forme courbe pri- 
mitive. Désignons donc par u\ v les déplacements de Taxe suivant les 
axes des x' et y pour passer de la forme droite à la forme courbe pri- 
mitive: nous aurons 

-.li'z^ Ex* 0" -7-77=^ Ex*o--7-> 

dz* /*, 

9 

r,', Tjj', p' étant les mêmes quantités pour la forme primitive que r,, r,, 
p pour la forme définitive. 

Ensuite, pour passer de la forme droite à la forme courbe définitive, 
il faudra encore appliquer à la base o- les moments — ^i.'', — di,*, — z'\ 
et à la base d' les moments x'\ Di)'', C" augmentés de leurs différen- 
tielles; d'ailleurs, x!\ iii", z" sont donnés par les formules 

.V=--Ex'ff-, i»l>*z_EX*ff-, C'=Ev«ff-i. 

r^ 'x p 

On aura ensuite, pour les couples qui sollicitent chaque section de la 
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tige quand elle passe de la première (orme courbe à la seconde, 



OU 



formules dans lesquelles rj, r,', p' sont des quantités connues. Ces ex- 
pressions de al), iib, e sont celles qu'il faudra substituer dans les équa- 
tions (^) ou (B). 



Equilibre d'une tige primitivement droite qui nest sollicitée par aucune 

force extérieure en dehors de ses extrémités. 

10. Les forces extérieures, qui agissent sur la tige, se réduisent le 
plus ordinairement à la pesanteur. Supposons que cette force soit né- 
gligeable et qu'il n'y ait pas d'autres forces extérieures. Alors les équa- 
tions (A) deviendront 

^j- ( A^i -r Ba,-l- Ca) ^- o, ..., 

as 

rt s'intégreront immédiatement. On a donc, en désignant par H, H,, H.^ 
trois constantes arbitraires, 

Ka^-\- BfljH- Ca — H, A^ 4- B^,4- C6 nz H», Acj 4- Bcj-h Ce - = H,. 

Les premiers membres représentent les composantes, suivant les axes 
fixes desa?,^, 5, des forces qui agissent sur une section transversale. 
Ainsi, bien que cette section, qui a une grandeur constante, varie de 
direction, la force élastique qui s'y exerce est constante en grandeur 
et en direction. 

En résolvant les équations précédentes par rapport à A, B, C, nous 
aurons 

A= Ha,-i-H,6, -+- H,Ci, B=:Ha,4- Hi6,-^ H,c„ C = Ha 4- H16 4- H,c. 

Dans les équations (P) [n® 4], remplaçons A, B par les valeurs pré- 
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cédentes et .t, ^^ z p;ir 






et nous aurons ces équations 



dl 








.,x \ 


/} 


>* 


1 


' â 


— •-»» 


//< 








./• 










>- >^ 


• 

- V 


1 1 


dx 






■ 


d'- 









H'f- -H:/», -H.r. 



~ o. 



'/« or. Et 

Nous avons dit que la force qui a pour composantes H, H,, H^ est 
constante en grandeur et en direclion : prenons Taxe ti\e des z suivant 
cette direction, et nous aurons 

H -- u, H| : o. 

Posons, de plus. 

I I I 

o / ♦ r X 

et ces équations deviendront 



ds 



j - ", 



Ces équations sont entièrement semblables â celles de la rotation 
d*un corps solide pesant autour d'un point fixe, lorsque la droite qui 
joint le point de suspension au centre de gravité est un axe principal 
d*inertie. Pour passer de ce problème au problème actuel, il faut 
changer le temps / en la quantité s et remplacer les cosinus qui don- 
nent les directions des trois axes principaux (directions variables 
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avec /) par les cosinus qui donnent les directions des axes d'inertie de 
chaque section et la direction perpendiculaire. Enfin, x^a, X^a, v^or 
remplacent les moments principaux d'inertie. 

11. Un cas particulier, où le problème devient beaucoup plus facile, 
est celui où la force H^ disparait et où la tige n'est sollicitée que par 
des couples. On a alors les équations 

(1) { x'^4-(X«-V«)7,^ r3 0, 

qui sont celles d'un corps solide qui n'est sollicité par aucune force. 
On passe des axes des x% v, z à ceux des .r , y', z' par les formules 

V— 6,^' -h 6, r'-i- hz\ 
z TZ=L c^x' '\- c, >' -i- cz'. 

Désignons : i** par 'j* Tangle compris entre Taxe des x et la trace du 
plan des x'y' sur celui des xy ; 2® par ç l'angle de cette trace avec l'axe 
des x' ; 3** par l'angle formé par Taxe des z avec celui des z'. Les an- 
gles i et ç seront regardés comme variant de o a 211, et l'angle 
comme variant de o à t: seulement. Enfin, l'angle '^ est compté de 
l'axe des x vers l'axe des y, et l'angle o, qui est situé dans le plan des 
xy\ est compté en tournant de M^r' vers My'. 

Alors les cosinus a, a^, a.,, ... s'expriment au moyen des angles -jy, 
9, 6 par ces formules 

flr, — - cosô sin^J> sîno -»- cos'|cos9, 

a, : - cosô sin^J/coso - cos| sino, 

rt — sinô sin^, 

(2) ' 6,=- COS0COS4' sin9 H- sin'|cos9. 

6,-- ces 9 cos 'j'eus 9 -sin^sin9, 

h rr. SÎn9C0S|, 

c, — sin9sm9, c, - sin9cos9, ncosô. 
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En combinant les équations (i), on en déduit les deux suivantes 
et, en intégrant, on obtient 

/ x'q\-t-l'q\-h^j'q* - l\ 

h et l étant deux constantes arbitraires. 

12. Le problème de Mécanique cité ci-dessus est résolu dans la Sec- 
tion IV de ma Dynamique analytique. D'après cela, pour abréger, trans- 
portons les formules du n*" 7 de cette Section dans la recherche actuelle. 
Dans le problème de Mécanique, on a choisi pour plan fixe des xy le 
plan invariable. La direction dé Taxe fixe des z sera donc déterminée. 

Supposons 

V« > X» > X», 

puis, introduisant une variable //, posons 

xAv 

T étant une constante arbitraire. Nous aurons alors ces formules qui 
déterminent les trois courbures q, ^,, ^^ 






- Aam//, 



{a) j //, - ±4/^__ -cosaniM, 






le module de ces fonctions elliptiques étant 






) 
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On aura ensuite 

ces 6— Y 7, 



puis on obtient l'angle 9, au n}oycn de son sinus et de son cosinus, d'a- 
près les formules 

ry, =. -j sinçsitJÔ, 7» - fi ces 9 sin^. 

Reste à déterminer Tangle ^. Nous calculerons une quantité a par 
Téquation 

sm«am(£a) = ^- — ^ ^. 

Désignons par Q{x) la fonction de Jacobi 

0(jr) L=i — 27'cos-jT- 4- 2 7'*cos -jT 2 7''cos —^ h. . ., 



en faisant 



,,_.-Tr ._/•' rfP 



q- ~e -, K =• / - ^ Jl^^ — ; 

alors, en posant 

xv(v*~X*)(/*-- 2xV0 dot 

et désignant par g une constante arbitraire, on a 

, , I ., 6(m — l'a) 

+ --«' = '•«+ ;''°8ê(ÏÏT7^- 

13. Montrons d'abord comment on calculera les quantités h et /. Le 
couple, qui sollicite chaque section de la tige, décomposé suivant les 
axes des x' , y\ z\ donne les autres couples 

X-- — Ex'a |- _ - Ex'cr^i, 

(4) {Dl>=i EX»(7-î--- EX'(J7„ 

''1 

G = Ev«(7 - - Ev'a^. 

P 

M. — /?/iMf. 20 
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A rextrémité de la tige ^ — L, ces couples doivent avoir des valeurs 
données »i,', iib', G'. D'après ces équations, on obtient les valeurs de y,, 
^2» y pour 5= L ou w — /i(L-hT); puis, en les substituant dans les 
équations (3), on en conclura les constantes h et /. Donc le module k 
des fonctions elliptiques est aussi connu. 

Mais les conditions pour ^ = L doivent aussi déterminer la con- 
stante T. Eln effet, la seconde équation {a) donnera 



Wir ~^-K/ -irt~ ,; cosam/i(L-4 t) 

et déterminera t. 

Ainsi les équations {a) font maintenant connaître q, 9,, q^ pour 
toute valeur de u ou de s. 

La direction de l'axe fixe des z est donnée par rapport aux axes va- 
riables des x\ y\ z par les cosinus 

x' X* V» 

(5) c,— sin^sinq) = -V 7,, c,^r sinôcos<p r= y^,, c^n cos0i^ -^7. 

Supposons que le commencement de la tige qui correspond à ^ = o 
soit fixe, la tige étant encastrée, et désignons par x'^, y'^, z\ ce que de- 
viennent les axes des x\ y\ z' en ce point. Pour obtenir la position de 
Taxe des z par rapport au système des axes des x'^, y'^, z'^, il faudra 
faire, dans les formules (5), 5 = o ou m = nz. Donc, en indiquant par 
rindice o les valeurs (a) de ^,, q.^* q et celles de et ç pour u ~ /it, 
nous aurons 

x' >- v' 

sin9oSin9o^ y (7i)o, sLn0oCOS9o— -^ (71)0, cos^o-- j(7)o- 

9o est Tangle de Taxe des x^ avec la trace T du plan des ^'0^0 ^"^ celui 
des xy. Connaissant donc T, on obtiendra Taxe des z en menant une 
perpendiculaire à T, qui fasse l'angle Oo avec celui des 5'^. 

La direction de l'axe des x n'est pas encore déterminée; on l'ob- 
tiendra en choisissant la constante g. 

Nous pouvons maintenant obtenir les équations de la courbe affectée 
par Taxe de la tige. Les cosinus des angles de la tangente à la courbe $ 
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avec les axes des ar, y, z sont a, 6, c; nous avons donc les équations 

dx ciy , dz 

OU 

djc , ^ . dy .Al ^- û 

du ^ ds ^ ds 

par suite, les coordonnées de la courbe s sont exprimées au moyen de 
la variable u par les formules 

X — - I sïnOsin^ du, y^L- — j s'mOcos^du, z -- - jcosSdu, 

les intégrales étant prises depuis u == /it, si l'on veut que l'origine des 
axes des a:, j, z coïncide avec celle desic'^,y^, z^. 

Jacobi a donné des expressions élégantes des cosinus a, b, c (Ge- 
sammelte Werke, t. II, p. 291); elles pourraient être employées dans 
ce calcul. 

14. Considérons ensuite le cas où, les extrémités de la tige n'étant 
encore sollicitées que par des couples, les moments d'inertie de la 
section sont égaux, en sorte que l'on a 



X«-:A«. 



Alors, d'après la première équation (1), q aura une valeur constante (o; 

donc la torsion - de la tige est constante, et, si nous posons 

P 



V« — X* 



les deux dernières équations (i) deviendront 

dqx dq^ 

on en tire 

<7,.— [3 sirnrîs -4- y cosri^, ^i - P cosyî* — y simoA", 

^ et Y étant deux constantes arbitraires. Si Ton désigne par r le rayon 



lOb CHAPITRE V 

de courbure de Taxe, on a (n° 5) 



I I 



/•* r} r\ 



OU 

^,^7Î-h7Î = P' + y'. 

Les couples cl»,!}!,,^ doivent avoir des valeurs données x', ifi>', G' pour 
rexlrémité 5 ~ L de la tige, et, en appliquant les formules (4)» «" ob- 
tient ces trois équations 

t\o' - — Ex'(7(3 simnL -f y cosyîL), 
Di/._ EX*cr(PcosY]L — y simoL), 

Au moyen de ces trois équalions, on pourra déterminer d'abord rj, puis 
les deux constantes p et y- 

En prenant la direction de Taxe fixe des z comme il a été dit dans le 
cas général, on déduit de l'équation 

que l'angle de la tangente à la courbe avec l'axe des z est constant, et 
l'on a 

Intégrons ensuite les équations 

-T- — sin0sm4^, --j- — — sin&cos'f, -7- = cosô, 

dans lesquelles est constant, et nous aurons, pour les équations de 
l'hélice en laquelle l'axe de la tige s'est changé. 



xz=.— -^ sm y cos ( f; -\- -^ ^ 1 4- x^, 



l 
. %\\\Q sin(;5 



V — — -/ siii0 sinf^ç'-h -5J -f-jot 



5rosO H-^y. 
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On pourra choisir les constantes x^, jo» ^o» de manière que ^r, j, z 
soient nuls pour ^ — o. 

D'après la seconde formule (3), on a 



X* 



Si la section de la tige est circulaire et de rayon R, on a 



donc 



R 

X— - > 

2 


R 

va 


i6r« 


-h -7-0)'. 

4 



Flexion d*une lige dont l'axe est primitis^ement une courbe plane, 

15. Cherchons la flexion finie d'une tige dont l'axe est une courbe 
plane. Nous supposons cette tige encastrée à l'extrémité s -- o et solli- 
citée à l'autre extrémité s --= /par une force agissant dans le plan de la 
courbe. 

En un point M quelconque de la courbe, menons Mz' (fig. 7) tan- 

2' 






J 



gent à cette courbe, M^r' perpendiculaire à M:;' dans le plan de la 
courbe, enfin My perpendiculaire à ce plan. Faisons ensuite coïncider 
le plan des zx des coordonnées fixes avec le plan des z'x'. 

L'extrémité ^ = o étant fixe, toute force perpendiculaire à la tige à 
Tautre extrémité produit un couple dans chaque élément de la tige, et 
ce couple est situé dans le plan des z'x\ 
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Appliquons la troisième équation (^) du n° 4, qui se réduira à 



ds 



A =- o. 



A étant égal, pour^ — /, à la composante A' d'une force donnée. En 
remplaçant ift, par sa valeur (n^ 9) 



llî>-=iEX*<7 



ik - v) 



où r'j et r, sont les rayons de courbure primitif et définitif de la courbe, 
nous avons 

D'autre part, des équations (a) (n° 3), mises sous la forme du n** 10, 
on déduit, pour les forces dirigées suivant les axes des x et 5, 

Aaj -hCrt - H, 

A Ci H- C C : L, 

H et L désignant deux constantes arbitraires. Désignons par t Tangle 
DMj?' de l'axe des x avec l'axe des x'\ nous aurons 

a^-— co%{œjx') —. cosT, a — cos(2', a:) -n sinr, 
c, - cos(:;, x') r — sinr, c -~ cosfc', z) — cost, 

et ces deux équations deviennent 

AcosT-hCsinr H, — Asinr r Ccost — L; 

on en tire 

A "- H cosT — L sinr, C — H sinr 4- L cost. 

Ainsi l'équation (c) devient 

Désignons par t' la valeur de c avant la déformation ; nous aurons 

I d-c I di:' 
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et inéquation précédente devient 

^^^ Ê"^^- ^,(HcosT-LsinT), 

t' étant une fonction connue de s. 

Formons ensuite les conditions relatives aux extrémités. La tige étant 
encastrée à l'extrémité ^ = o, on a 

t_-t' pour 5--o; 

à l'extrémité 5 =^ /, le couple de flexion iib devient nul : on a donc 

— _^ , pour .V - 1. 

Désignons, d'ailleurs, par t, ce que devient t à l'extrémité ^ = / et 
par A', C les forces données A et C pour cette extrémité; nous aurons 

H r=z A'cosTfh C'sinr,, Lr — A'sinri 4- C'costi. 

Ces quatre conditions détermineront H, L et les deux constantes intro- 
duites par l'intégration de l'équation (d). 

16. Si la déformation de la tige courbe est très petite, il sera facile 
d'intégrer l'équation (d). En eifet, on peut, dans ce cas, remplacer t 
par t' dans le second membre; on obtient ainsi 

et, en intégrant, 

T -^ t' - - ~^ (h f fcosz' ds^ - L fj'smT'ds^^ . 

On pourra ensuite déterminer les coordonnées de la courbe par rap- 
port aux axes fixes, en intégrant les deux équations 

d.c . dz 

(e) -y- -^ smr, -7- - cost. 

as as 



ï*># ',a\?r?.f. V 



V^f\\ki\hu d f-^î ^riMor*^ U-VAr à IrJfr^/r^r. *i là forme primiliTe de 
U i /^ e*J. c'friil^i're: ^:;*r on ^ ;i!of.% 



^/-r 

'X^' 



^f. ^rn rfMj!r;ji!i;iril r/!qij;«Lori p;ir 2</t el inlé^nl, on a 

VA * > 

' # ) - «7 - • H*iriT Lcosr - D, 

éUinl une consUnle. 

Si noijji déterminons a: pjir les équations 

H L 

puis que nous posions 
nous aurons 

, '2 riz, 

as ~ - - - - » 

\*> - i7 -• \ H* — L» COS2Q 

et, en déterminant ^ et it par les équations 

on obtient 

G étant une constante arbitraire. On aura donc 



= am(^ -G, A'j, t -a-i-29 — tu; 



puis, d*aprës les équations (e), on aura 

X — — rsin(29 -h a) ds, z — — / 005(29 4- a)^, 

intégrales que Ton sait calculer au moyen des fonctions elliptiques 
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17. Jacques Bernoulli a résolu ie premier le problème de la flexion 
d'une lame droite. Partageant la lame en filets parallèles à la longueur 
et remarquant qu'une moitié des filets s'allonge, et Tautre moitié se 
contracte dans la flexion, il trouve que le moment de la force, qui tend 
à ramener chaque élément de la lame à la forme droite, est propor- 
tionnel à la courbure de la courbe de flexion. Il en conclut l'équation 
de cette courbe 

Prenons l'axe des j? vertical; supposons la lame droite primitivement 
horizontale et parallèle à l'axe des ;;; supposons-la, de plus, encastrée 
à l'extrémité ^ — o, mise à l'origine des x, y, z^ et désignons par P 
un poids suspendu à l'autre extrémité s = L. Nous aurons 

dans l'équation (c), faisons r\ — oc, et nous aurons 

cis\rij' EexX*' 

Si Ton suppose la lame peu courbée, A = H cost peut être remplacée 
par H ou P, et, en intégrant, nous aurons 

i — /?(/ — ^), 

en posant 

P 

P - 



EaV 



et remarquant que la courbure est nulle à l'extrémité de la lame. 

En remplaçant s par z, ce qui est permis d'après le degré d'approxi 
mation adopté, on a l'équation obtenue par Jacques Bernoulli 



' 1 



ou 






h (£)']■ 



M. — ÉUut. 2 I 
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dr 

en intégrant de manière que -tj soit nul pour 5 = o, on a 
et Ton en tire 

/p{2lz -- z^)dz 



Au reste, cette équation de BernouUi peut encore se simplifier, puisque 

fi. 

d\ 



"p: a été supposé très petit. On peut donc remplacer Téquation (/) par 



d,r , , ^ 

et Ton obtient 

i^ X zz- p z'^ {^^ l — z); 

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé (Chap. III, n^ 21). 



Équilibre d*élasticité d'une tige mince primitivement droite, 
lorsque sa déformation est très petite, 

18. Lorsque la déformation d'une tige mince est très petite, la re- 
cherche de son équilibre peut sembler se confondre entièrement avec 
le problème de de Saint- Venant. En effet, dans ce problème, on étudie 
la déformation d'un cylindre, en supposant que les dimensions de sa 
basé sont beaucoup plus petites que la longueur. C'est du moins dans 
ce cas seulement que l'on peut compter sur une grande approxima- 
tion dans la solution; car le système des forces et des couples appli- 
qués effectivement vers l'extrémité du cylindre ne serait rigoureuse- 
ment équivalent à celui qu'on admet en théorie que si le corps était 
rigide. 

Néanmoins, dans le problème actuel, le rapport des dimensions des 
bases à«la longueur est supposé plus petit que dans le problème du 
Chapitre III, et l'on ne recherche plus que la déformation de l'axe de 
la tige. Ensuite, on ne néglige plus les forces extérieures qui peuvent 
solliciter le corps élastique. 
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Appliquons les formules (a) du n° 3 en prenant l'axe des z' suivant 
Taxe de la tige, et les axes des x' et des y suivant les axes principaux 

de la section droite a. Les termes multipliés par -» -» - seront très 

^ ' /i /i p 

petits et négligeables, et les trois équations (a) deviendront 

De même, les équations (j5) [n''4] relatives aux couples -i>, ub, G 
produits par l'élasticité se réduiront à 

dQ r dx ^ „ d\i\y . . 

Si l'on désigne par X'dtjs^ Y'dts, Z'dtjs les composantes des forces ex- 
térieures qui sollicitent l'élément de volume dus, le volume qui a pour 
base Œ et pour hauteur ds est sollicité par les trois composantes 

F ds -z ds fjJ dfj, F, ds - ds fX' da, F, ds := dsf \' dtj, 

et, en remarquant que z' est infiniment petit dans cet élément de vo- 
lume, on voit que le même élément est sollicité par les moments ou 
couples 

J ds — ds f\ \' x' - X'y ) dfj, ,f , ^.v - dsf l'y dfj, .7, ds -r. - ds ÇlJ x' d^. 

On a ensuite (n® 8) 

CIZ uZ " {fS 

19. Prenons pour axes fixes des a?, j, 5 des axes passant parle centre 
de la base de la tige, qui correspond à ^ — o, et faisons coïncider ces axes 
avec les axes des œ\ y\ z\ qui passent par ce point avant la déforma- 
tion. La déformation étant très petite, l'axe variable des z' fera partout 
un très petit angle avec l'axe des :?, et l'on pourra remplacer les déri- 
vées par rapport à z' et par rapport à s par des dérivées par rapport à z. 
On voit encore facilement qu'on pourra remplacer les déplacements 
w'» v\ w qui ont lieu par rapport aux axes des x\ y\ z par les déplace- 
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ments m, ç^ «^ pris par rapport aux axes des ar, j, z. Enfin, les forces F,, 
Fj, F et les couples J,, ^2, ^ peuvent être supposés pris par rapport 
aux axes fixes des^r, y, 5, et nous les remplacerons respectivement par 
U, V, W et t>, t?, ifip. 

D'après cela, les deux dernières équations (2) deviennent 

( 4 ) ExV^' ^ _ B -t- 1), EX«cr^ =r - A - t?. 

Si nous intégrons les deux dernières équations (i), nous aurons 

A-A'-+- r Vds, B — B'^f \ds, 
Jg- Jg 

L étant la longueur de la tige et A\ B' étant les valeurs données de A 
et de B à l'extrémité ^ = L. 

Différentions les équations (4) par rapport à z, et nous obtiendrons 
ces deux équations semblables, 

(5) < 

' ac* dz 

Il faut ensuite former les conditions aux limites pour chaque extrémité 
de la tige. 

Faisons s — L dans les équations (4) et désignons par V)\ 'Ç' les va- 
leurs données de t) et t? pour 5 — L, et nous aurons d'abord ces deux 
conditions 

^^^ (^«■'(*')r-'*'-"- 

S'il n'existe qu'une force (A', B', C) appliquée à l'extrémité s ~ L, les 
couples X et ifb sont nuls, et Ton a 

/d'v\ fd^u\ 
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Mais si un levier rigide agit sur cette extrémité de la tige, la force qui 
est appliquée à l'extrémité du levier peut être remplacée par une force 
appliquée à Textrémité de la tige et par un couple. Désignons par A/, 
ift»', G' les composantes de l'axe de ce couple par rapport aux axes des 
X, V, s, nous aurons, au lieu des conditions (7), les suivantes : 

Supposons aussi qu'on écrive les conditions relatives à l'autre extré- 
mité ^ = o, par exemple celles de la fixité et de l'encastrement expri- 
mées par 

(8) «r^o, P.-0, -^--o, ^;^o; 

alors on aura toutes les conditions suffisantes pour déterminer com- 
plètement les déplacements u et ^. Remarquons que ces déplacements 
seront fournis par des équations entièrement distinctes. 

20. Cas où ta force C est très grande. — Si la force C est très grande, 
il faudra tenir compte, dans les deux dernières équations (1), de deux 
termes multipliés par C, que nous y avons négligés comme très petits. 
Au lieu de partir des équations (a), partons des équations (A) du n° 6, 
nous en tirerons, en négligeant des quantités très petites, 

(9) A-Caz-H i- ^ Ucls, B \ Ch-W \^f \ ds, Q-T^f W cis, 

les quantités H, H', T étant des constantes. 
Nous avons ensuite (n® 3) 

a --C0s(3 , .r) - ---, hr^ COS(c , v) "- -> 

Us • ' du 

ou 

du , dv 

az az 

C étant très grand, par hypothèse, a pour valeur approchée la con- 
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stante T, et nous déduirons des équations (9) 

A=rH -T^%- f Uds, 
B .H -T^ 4- r Vds. 

Faisons s -- L dans ces deux équations, et nous aurons ces deux con 
dirions 

qui déterminent les deux constantes H et H'. 
D'après les équations (2), on a 



ds 



dz ./, 



as ciz ,1 

et, en différentiant ces deux équations par rapport à 5 ou :;, on ob- 
tient 

, d*v d'v di) 

' dz^ dz* dz 

Les équations (11) détermineront les expressions générales de u et 
V. Les conditions (6), (7') et (8) détermineront les constantes intro- 
duites par rintégration si l'extrémité 5 = o est encastrée. 

21. Occupons-nous ensuite de la torsion de la tige. D'après la troi- 
sième formule (3), on a, pour le moment de torsion, 

ds 

et, d'après la première équation (2), l'angle de torsion u est donné par 
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Téquation 

(12) Ev»(T^ .^}^--.o; 

v' est une quantité qui varie avec la forme du contour de la section 
(n-8). 

La condition relative à Textréinité z ^ /sera 

et u sera nul à l'autre extrémité si elle est encastrée. 

22. Calculons enfin la dilatation longitudinale. D*aprës la troisième 
équation (9), on a 

(.3) ^^_-W. 

Or, d'après la formule de la dilatation longitudinale d'une tige, on a 

(liV {] 

dz " Eo"' 

et, par suite, Téquation précédente devient 

Kn faisant - — /dans (i3), on a cette condition à Texlrémité 



'^•(SX--'' 



T étant la force appliquée a cette extrémité dans la direction de la tige. 



Vibrations transversales , longitudinales et tournantes des tiges droites. 

23. Il suffît d'introduire la force d'inertie dans les équations de 
l'équilibre d'élasticité d'une tige droite pour avoir les équations de 
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son mouvement vibratoire, et ces secondes équations auront le même 
degré d*approximation que les premières. 

Ainsi, pour avoir les équations du mouvement transversai, en dé- 
signant par D la densité de la tige, nous remplacerons, dans les équa- 
tions (i i), U et Vpar 



.-^../^.. v-«/-r* 



OU, plus simplement, par 



d^ u d^r 



t 



df" dt 

U et r se rapportant alors à Taxe de la tige. 

Les forces extérieures, qui se réduisent ordinairement à la pesan- 
teur, peuvent être supposées avoir des moments nuls; donc il suffira 
de remplacer XD ett? par 

ainsi qu'il résulte des expressions de <;?, , rf a (n® 18). On voit facilement 
que ces termes sont négligeables. On a donc, pour les équations du 
mouvement transversal, 

„.. d^u ruyd^ii -, ^ d^n 

Si les forces extérieures sont négligeables et si la tension T n'est pas 
très grande, les équations du mouvement transversal se réduiront à 

d^v _ _ Ex» fl[*r ^*w EX^ d'ti 

di} ~~ ~W dz'' dl^ ~ D dz' ' 

Si l'extrémité z = L est libre et n'est sollicitée par aucune force, 
nous aurons, d'après les équations (G), ces conditions aux limites 
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auxquelles nous joindrons les conditions (7) 






De mènie, d'après le n° 22, on obtient, pour le mouvement longitu- 
dinal de la tige, l'équation 

d'^iv _^d*-iv 
^-dJ^ -^dz^' 

et l'on aura pour condition à une extrémité libre 

dw 

dz 

24. Enfin occupons-nous des vibrations tournantes. Il faudra faire, 
dans l'équation (12) du n° 21, 



—oR^^-y^y- 



Désignons par 'j* l'angle très petit de rotation autour de l'axe des 5; 
nous aurons 

et, par suite, 

Nous obtenons ainsi, pour l'équation générale des vibrations tour- 
nantes, 

d^^ d*ilj 

A une extrémité libre on aura pour condition 

ddf 

dz -- "' 

et a une extrémité fixe 



Lorsque la section <r est une ellipse, dont les demi-axes sont a et b, 

M. - Èlaat. 22 



170 CHAPITRE V. — DÉFORMATIONS DES TIGES MINCES. 

on a (Chap. III, n° 18) 

^ a h ^ IX à^b^ 

A=:-> xzr-, v*i=:= -r -r- ; 

2 2 E a' 4- 6» ' 

ainsi l'équation (/?) devient 

et, si ia section est circulaire, 

d^^ __ fJ^ ^+ 

On peut remarquer que les vibrations tournantes sont assujetties à 
une équation et a des conditions aux limites, toutes semblables à celles 
qui déterminent les vibrations longitudinales. 

Dans le cas où la tige est circulaire, le mouvement vibratoire tour- 
nant de la tige, qui s'effectue sans changement de densilé, ne devrait 
pas agiter l'air. Cependant un son est ordinairement entendu, comme 
l'a constaté Cliladni, et il faut attribuer ce fait à une perturbation, 
d'après laquelle les points de la tige ne décrivent pas exactement des 
arcs de cercle autour d'un axe fixe. 

Dans le Chapitre VII, nous nous occuperons de l'intégration des 
équations précédentes; mais nous reviendrons aussi sur la détermi- 
nation de ces équations différentielles. 



CHAPITRE Vï. 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT VIBRATOIRE DES PLAQUES 

ET MEMBRANES PLANES. 



La théorie de l'équilibre et du mouvement vibratoire des plaques 
minces, homogènes, planes et d'épaisseur constante, a été traitée ri- 
goureusement, pour la première fois, par Poisson {Mémoires de l'Aca- 
démie des Sciences, t. VIII, 1829). Mais, en partant, comme Kirchhoff, 
de l'expression du travail des forces élastiques provenant de la défor- 
mation d'une plaque, on simplifie beaucoup cette théorie. 

Expression du Iramit des forces élastiques dans une plaque plane. 

1. La plaque homogène est comprise entre deux plans parallèles 
très rapprochés et terminée par un bord cylindrique normal à ces 
deux plans. Nous prendrons pour plan des x, y le plan moyen de cette 
plaque, en sorte que les deux faces de la plaque auront pour équa- 
tions 

Écrivons ainsi les expressions des forces élastiques 

N,zz: (X-+- 2fJL)D-f- XD,-hX^2. Ti — fJL^, 

N,"XD 4- (X-^ 2fjL)Di-f-XDj, T^—ixgy, 

N3 — XD -hXc^,-|-(X -f- 2/Jl)^2, T3 -/JLé'2) 



en posant 



^ du d{^ . _ div 

dv dw dw du du tlv 



dz^ dy' "' ~ djc ' ds "'" rf/ dx 
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Les forces élastiques N3, Tj, T< agissent sur chaque élément de sur- 
face perpendiculaire à Taxe des z suivant les axes des s, des x et 
des j, et, comme on supposera que la plaque n'est sollicitée que sur 
son bord par des pressions ou tensions venant de Textérieur, ces 
(rois forces sont nulles sur les deux faces de la plaque. 

Développons suivant les puissances de z les quantités suivantes 



5» 



1/ n. //y-+- Wi:? H- W, — -h. . ., r zr: ro4- l^i5 + . . ., tv — (»'o -h l^', 2 -f- . . . , 

^ duo dui dUi z^ ^ dvo di\ .. _, 

en faisant dans g.^ 

° " dy dx ' ^ dy dx ' ~ ~ dy dx 

Les quantités Woi ^0» ^\ sont les valeurs des déplacements 1/, v^ w 
pour la surface moyenne de la plaque et ce sont les quantités que 
nous chercherons à déterminer. 

2. D'après ce que nous avons vu (Chap. II, n** 6), le travail des 
forces élastiques qui s'exercent dans la plaque a pour expression 

où l'intégrale triple s'étend à tout le volume de la plaque. 

D'après ce que nous venons de dire, T, est nul sur les deux faces 
5 = =b e; si donc on pose, en développant T<, 





5* 

Ti — To-f-TiS-hT,- -h..., 


on aura 






£« Ê* 

To-+ T,- —0, Ti-hT, - _0, 
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si Ton néglige les termes d'ordre supérieur à £^; on a donc 

Ti - — Tf — f- . . . , 

qui est de Tordre de £-. La même chose a lieu pour Ta; donc aussi g 
et gt sont du même ordre, et Ton peut négliger leurs carrés dans 
l'expression de ^. 

N3 est aussi nul sur les deux faces js = -J= £; on en conclut 

X^-l-X^iH-(X-i- 2|jl)^j~o pour 5~dz£, 

et il en résulte, comme ci-dessus, qu'on peut poser 

OÙ le dernier terme est de l'ordre £*. 

Supprimant donc g et g^ dans J et remplaçant ^^ P^"* '^ dernière 
expression, puis négligeant seulement les termes de l'ordre £*, on ob- 
tiendra 

^ = - ''ffRf^ ''' -' ''' " X -;-'^ ''' -^ -"'] ^- '^^ ''• 

En remplaçante, D^ et ^2 par leurs développements, nous pourrons 
mettre ^sous la forme suivante 

en posant 

A -h 2/JL A -h 2/JL 

[du^ diiy dvç, d^\'\ (du^ dv^ dui dvo\ 

^* "-" ^ L^:^ ^ ^ ^\ ''^[d^dy-^dF -jy) -"- ^«^^' 

[/du,y /e/(^\n , du, dv, ,,, 

^ /âJVio dut ^dv^ d^'t\ _^ ^ /duo dU^ _^ d\\ diu\ ^ ^ ^ 
\dx dx dy dy ) \dx dy dy dx ) ° ** 
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Emploi des conditions relatives aux faces de la plaque, 
3. Sur les deux plans z — ::zt qui terminent la plaque» on a 

{a") N, -- o, Ti = o, Tj — o. 

Les deux dernières équations peuvent s'écrire 

c' dii\ div, divm 5* 

2 dv dy dv Q 

« • « 

div^ div, z* 

— - -h —r— 5 -i- . . . -r- l/i -*- Mi5 t- l/j . . . ^ O 

djc dx 2 

pour z — ±: €, et Ton en conclut 

. diVo dwi 

i div^ div^ 

en négligeant dans ces équations des termes en e^, ce qui est permis; 
car elles servent à calculer des quantités qui sont elles-mêmes multi- 
pliées par £^ dans l'expression de J et dans les équations de l'équilibre 
d'élasticité de la plaque. 

Ensuite la première équation (a), prise aux deux faces de la plaque, 
donnera de même 

^ y * -v duQ ^ dvQ 

^o-=(/4-2^uv,-+->.— -h).^ =0, 

Ci— (X — 2a)iv,-i-).-— * -hX :j-^ — o, 
•^ djT dy 

En ayant égard à la première de ces deux équations , les équa- 
tions ('6) deviendront 






(". = --rfy. «.---rf-' 
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Equation du principe des tntesses virtuelles, 

4. Désignons par X, Y, Z ics composantes de ia résultante des 
forces extérieures eu chaque point et par unité de volunne et par E, 
F, G les trois composantes des forces élastiques qui agissent sur le 
bord, estimées par unité de surface. Soient aussi diM un élément 
de la surface cylindrique qui forme le bord et ds un élément du con- 
tour de la base du cylindre, nous aurons 

d(ii - ds dz, 

« 

et nous obtiendrons, pour l'équation du principe des vitesses vir- 
tuelles (Chap. I. n° 20) 

I oi--5J-f- fff\\^u-^~\iv^Zo^v)dxdydz 
(A) ^-^^ 

\ -f- /y (E eu -\- F ôr f- G ^kv) dc^. 

En effectuant dans l'expression de ^ l'intégration par rapport à z 
de £ à H- £, on a 



^^ - - 2 i^'ffi^o ^- '^ 5.) dj^ dy. 



Ensuite, si l'on pose 



on aura de même 

\'\j\\^u^\hK-\-làsv)dxdydz 

-n 2eff(\o 3//o ^ Yo dvo -H Zo ôi^^o) djr dy 

ê' > * /• 
-h -5- / / ( 2 Xi dui -h X, dwo -f- Xo âw, -\- . , .)djr dy. 

Eniin, en posant encore 

E- Eo-i-E,5 r-E,^ > F— Fo-r-F,5 H . . ., Gr-Go-f- Gi5 -f-. . ., 

•4 
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nous aurons 

.■h ♦ 

/ / I E ow — F 0»- — G o»« dz df 

• » 

= 2 £ / / E, c :/, — F o.-j — G 0»l , ' //^ 



— \ // 2E: c /: — Ej o:/ — E« Oi/j — - . - ld>. 



En jréntTal, un p«»urra réduire X, Y, Z, E, F, G à leur premier 
terme et, par suite, supprimer dans les deux formules précédentes les 
parties multipliées par î*. 

D'après les deux premières formules c . un peut poser 

Si H -H' 

en faisant 

L\ (/.r- .:»- J '/ r* ';»' dx av 

„ 7-.' .''. . / •/» . , //. </. . 'A r///. , _. ,. 

la fonction H ne dépend «}iîv d-» *r. et la fonotitm H' ne dépend, 
comme s,, que de u^ et \\. ain>i «ju il résulte des expressions de //, 
el de ***, données pur les formules e ■. 

5. Kinhiiotf el Clebsch ne tit nnei.t o-îr.i»te, dans les dilatations et 
les ijlissenuMUs et, par suite. da::s les f-roes élastiques, que des 
termes indépendants de z el dts ter::HS d^jiepd:\nls d»* la première 
puiss;uiee de 3, Il s\'n>uît qu*Ms n*«»bîit 'ment pus H : mais il est ab- 
sidument indispen>aMe de eaKu\r II, atin d^» pouvoir reoonnaitre 
e:i>uile qu*il est en ireneral neJiî'^caMe. 

ihi voit que \\\ entre dans c * par la quantité cH et nullement par les 
quantités cH et c .. qv.i ne oontienruiit que w, et k\^ Il en resuite 
que il* sera «lonue par u:îe equatî«^n et îles o«Mui. lions aux limites qui 
ne renfermeront pjs u, el *\,. 

D\iulre part, les equat:ons en u el % >er«»î;l f«»rniee> au moyen de s, 
et d«* H £•: luj's les ternies pro\e!\ait de H î- s<Tonl en iienéral négli- 
;:eal'les devant le< ternies pro\enaul de ^,. Nous retluirons donc .S2 
i H. 
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Ainsi nous ferons, en supprimant maintenant l'indice o de (v, 

^ /d*iv d^ Siv d^iv d^ àw 

oit— '^^ \d^- -dx^ -^ -d^ ^dy^~ 

/dUv d^Siv d^iv d^ a«'\ ^ dUv d* dw 
\ dy* dx* dx^ dy^ ) dx dy dx dy ' 

et, si nous posons 

/ dUv , dUv\ _ / ^-ii. . ^^r\ ^ 



nous aurons 



'^ dx^ ^ ^j* dxdydxdy 



Calcul du déplacement transversal de ta plaque. 

6. Occupons-nous des termes qui dépendent de ùw dans l'équation 
du principe des vitesses virtuelles et qui doivent servir h déterminer 
le déplacement transversal (vde la surface moyenne de la plaque. 

Commençons par rappeler deux formules dont nous aurons besoin. 

L'origine des coordonnées étant supposée à l'intérieur de la courber 
qui limite la base du contour, désignons par n la normale extérieure 
et par s l'arc compté à partir d'un point tixe dans le sens indiqué par la 
flèche, ou de Oy vers Ox {/ig. 8). Désignons aussi par 9 l'angle de 

Fig. 8. 



/' 






/ \^-^ 



o 



/ 



la normale n avec l'axe des x. Alors, si /représente une fonction quel- 
conque des coordonnées x^ y d'un point, et si nous supposons ce 

M. Klast, '^3 
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point situé sur le contour, nous aurons 





df df . df 

ds d^'""f ^v"«'?' 




df df df . 
-;- _ -p- coso -i- -j- sin 9 
dn dx ^ dy ^ 


et, par suite, 




('') 


df df . df 

-;- -7- sin 4- ;-cos<p 

d.r ds ^ dn ^ 


(A) 


df df df . 



Nous allons ensuite transformer par l'intégration par parties l'inté- 
grale 

/ox TAi^ ^ ^ rr/»^'^»^' ,,^*on' ^ dUv d'oiv\, , 

(B) jjoiudxdy- JJ(^P_^,-+Q-_--^8^^^-^^^J^.^j. 

7. L'élément fi& étant regardé comme positif, nous avons, si /et '^ 
désignent deux fonctions de a-, j, 

(d) j'f^'^J^dxdy::^J^f^\n<^ds~-fjy 

formules où les intégrales doubles se rapportent à la surface renfermée 
dans le contour s et où les intégrales simples sont prises le long de ce 
contour. 

En appliquant deux fois la formule (c), nous aurons 

//*' îî ^'^ dy - /p cos 9 ~2- ^^ ■ -/z; ^''' ^^' ^ ^' ""//^^ ^'"^ ''•^ '^''' 

En nous servant de la formule (a), nous avons 

I F C0S9 -T — rfs - I F cos'9 . " ds -h I P sm 9 COS9 - ,~ ds. 

Ensuite, la courbe s étant fermée, la dernière intégrale devient, par 
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Tintégration par parties, 

— ( P sin 9 cos 9 ) ân' é/.ç. 

Donc on a enfin 

k / fP i .7-^J^^.v " / Pcos*9-^ — ds — I {Ps\n^cos^)Sivcis 

Ensuite, en appliquant deux fois la formule {d), on a 

y /Q -Jfr ^ <K "/Q s»" 9 -^ ^ - -/ 7/y sin 9 oV ds 4-yy ^ oV 6^j; e//; 

appliquant la formule {h) et intégrant par rapport à s^ on obtient 

/Qsin9— T^rf* ~ / Q sin'9-^^ — ds -f- / ;.- (Q sin9 cos^o) ^^vds. 

On a donc 

(II) ' «^^ • 

En intégrant par parties d'abord par rapport à x, ensuite par rap- 
port à r, on a 

r r cPiï' d^ow . , , 

/ / d.r dy d,r dy 

J ^/^ dy dy ' J ^J7* dy ^ J J dr^ dy* 

appliquons la formule (6), et nous aurons 
r rd^xv d^oiv 

Il d.rdy dx dy 

1 rd*w . dw-, rd { d^»- ,\, , 
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Pour que l'expression de rinlégraie du premier membre se présente 
sous une forme plus symétrique, renversons l'ordre des deux intégra- 
tions; intégrons d'abord par rapport à j, ensuite par rapport à x, et 
nous aurons la formule suivante que nous ajouterons à la précédente 



ff: 



d* iv d* dsv , , 
axay 



dx dy dx dy 
ri^TK ' rdUv . dàw, rd / dUv . , ^^ . 

-. / .7.^7« ^^^ 9 *'' ^^ ^jj dx^d^ '*" ^^ ^•^- 

Nous obtiendrons l'intégrale (B) en ajoutant les formules (I), (II) 
et quatre fois les intégrales (III) et (IV). 

8. Si nous substituons ensuite la valeur de l'intégrale (B) dans 
l'équation (A) du principe des vitesses virtuelles et si nous égalons à 
zéro le coefficient de Isv sous le signe double d'intégration, nous au- 
rons 

IxtWd'^P d'Q ^ d>w \ „ 

'^[d^^-^ df^-^^dx^^)'-^'^'-'' 

ou 

c'est l'équation qui régi( le déplacement w d'un point quelconque de 
la surface moyenne de la plaque, dans l'équilibre d'élasticité de cette 
plaque. 

Cherchons ensuite les conditions relatives au contour. 

Dans l'équation (Â), parmi les termes soumis à l'intégration par 

rapport ks, ceux qui sont multipliés par -^— et ceux qui le sont par 
Ci^ doivent s'annuler séparément. 
Les termes multipliés par -3— donneront 

dUv 
Pcos'9 -H Qsin*9 -h 8- . , sinf C0S9 = 
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OU, en remplaçant P et Q par leurs valeurs et a par h -f- 2, 

c'est la première condition au contour. 

Égalons ensuite à zéro le coefficient de ^iv sous le signe d'intégra- 
tion par rapport à s^ et nous aurons 

-rr {-;— coso -f- T (I smocosc?) H — 7- smo 7- ( Q sinocoscp) 

ô { djL' • ds ^ ^ dy ^ ds ^ ^ 






■r 



2£G --^ O 



OU 



^ ] 6 i ds\\ dx* dy^ ) ' ^ dx dy^ ^ M 

(3) ' l L\ J / . J 

' ' /d^iv d^iv \ ( r/5(r d^Kv\ . ) 

-\-a\ — -— H- - — —- COS9 -v a\ - , ■ ^ h — — - sino . 
Vc^j:-» dxdy^j ^ \dx^dy '()'V ) 

Les conditions au contour (a) et ([5) sont exactement celles qui ont 
été données par Kirchhofr(30**^ Vorlesung ïiber mathematische Physik), 
Si la plaque était encastrée le long de son bord, le plan tangent ne 
changerait pas le long de ce bord; on aurait donc ces conditions sur 
le contour 

dw 



et les termes, qui ont donné les conditions (a) et ([5), s'annuleraient 

d^v 
dn 



par les facteurs Iw et 6;^- • 



Calcul du déplacement longitudinal dans la plaque, 
9. Calculons ffo^odxdy. Si nous posons 

du , rfr - dv , du -- 

a -. — h 6 -7- — L, « :i- ^- ^ j- = M, 
dx dy dy dx 



nous avons 



»n ,ddu ^.dàv ., fdiu dèv\ 
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et, en intégrant par parties, on obtient 

rro^^y^dxdy ^HLcoso — V^s'ino) ou ds -^ /(Msino — U, cos9)of^5 

On déduit donc de l'équation (A) du principe des vitesses virtuelles, 
pour les déplacements longitudinaux u, v d'un point de la surface 
moyenne de la plaque, les deux équations 

/dM dV\ „ 



ou 



{/) 



, / d'u d*u ,. , d^v \ -. 
i / d^v </*r ,, , d^u \ -- 



En égalant ensuite à*zéro les coefficients de 01/ et de Ci' sous le signe 
d'intégration par rapport à 5, on a ces conditions aux limites 

Dans le cas où la plaque ne sera sollicitée que sur son contour par 
une tension partout la même, parallèle a la plaque et normale au con- 
tour, on devra poser 

X— o, y — o, E -\c0s9, F--Asin9, 

A étant la tension constante, et Ton satisfera aux deux équations (/) 
et aux deux conditions {m) par des expressions de la forme 

OÙ k vsi constant. 
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Si la plaque a un mouvement vibratoire longitudinal au lieu d'être 
en équilibre, on aura simplement à remplacer, dans les équations (/), 
X et Y par 



Forme des conditions aux limites du mouvement transversal. 

10. Les conditions (a) et (^) [n° 8| sont écrites sous une forme 
assez compliquée. Nous allons les mettre sous une forme très simple 
et très élégante. 

l/élément dn de normale peut être défini ainsi. Concevons que le 
contour 5 fasse partie d'un système de lignes données par une même 
équation renfermant un paramètre variable; puis menons à ces lignes 
des trajectoires orthogonales; nous supposerons que dn appartienne à 
une de ces trajectoires. Si nous prenons, pour le premier système de 
courbes, des courbes parallèles, dn sera rectiligne. 

D'après ce que nous avons démontré {Théorie du Potentiel y Chap. IV, 
n^ 16), nous avons 

(d^w r/*ir\ . d^Kv , . ^ . ^ ds dw do 



dn dn 



et aussi, en posant ^— , -+- -r-^ — A«^, 



d*w d^w fd^iv . . d^iv , d^w . \ 

ZP'-'-d^- [dl^ «'"'«P - ^ dJdJ sin? c.os<p - -^y, cos'ç j 



,div 
. ds dw d(p 

ds dn ds 



Enfin, en ayant égard k la formule 



d d d . 



l8'| CHAPITRE VI. 

on met les conditions (a) et 0) sous la forme suivante : 



(y) 




La seconde condition peut encore être simplifiée, en prenant l'élé- 
ment rfwrectiligne, c'est-à-dire en prenant des courbes parallèles pour 
la famille de courbes à laquelle là ligne s appartient. En effet, on a 
alors 

do 

ce qui simplifie cette condition. 

Cependant, si Ton se propose de mettre en coordonnées curvilignes 
les équations du mouvement transversal, il ne faudra pas poser Téqua- 
tion (ô), et les formules (y) seront entièrement préparées pour faire la 
transformation en coordonnées curvilignes. 

Moia'emenl xnbraloire des plaques, 

11. Occupons-nous ensuite des équations du mouvement vibratoire 
des plaques. Si Ton désigne par p la densité de la plaque et qu'on pose 

3p ' 

il suffira de faire 

^- '^-dï^- 

dans l'équation (C) du n*^ 8, pour obtenir l'équation qui régit le dé- 
placement transversal de la surface moyenne, et l'on aura 

A*AAiv-4- ---- -^. o. 
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Les plaques qu'on fait vibrer ont, en général, leur bord libre, et 
nous ferons G — o dans la condition (^) du contour. 
Considérons deux solutions simples 

il' — K sin /« kt, sv' r- >:' sin r kl ; 

nous aurons ces deux équations 
et ces conditions aux limites 



^2) 



;«.- 


ds 


d^ do 
dn ds ' 


2 dn 


ds 


ds d^ do \ 
\ dn dn dn / ' 



auxquelles X,' satisfait également. 

La solution la plus générale est la somme d'une infinité de solutions 
simples, dont on peut déterminer les coefficients par les conditions 
initiales, c'est-à-dire si Ton connaît les déplacements des points de la 
surface moyenne de la plaque, ainsi que leur vitesse, à l'instant initial. 
Pour cela, on emploiera un procédé connu, en se servant de la formule 
que nous allons démontrer 

OÙ dbi est un élément quelconque de la surface moyenne. 
12. On a (Théorie du Potentiel^ Chap. III, n** 17) 

Posons 

M. ÉlasL 24 
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et, d'après les équations (i), la formule précédente deviendra 

(/'♦-/*)yçr^a).:ii-t-j. 

D'après la première condition (2) appliquée à 2^ et ^\ on a 

2 / \ jds^d^ _ _ds_ ^ 1^ . 
a^ \ ds dn ds dn ' 

intégrons par parties, en remarquant que, la courbe s étant fermée, la 
quantité qui sort du signe d'intégration est nulle, et nous aurons 




d 



dK' 



d^'^\ 



Posons 



_ ^ / ( ^^ l^Z' _ ^^1 ^!1 ) ds 

a J \ ds ds ' ds ds y 



d'^ ^^1 

ds r/Ç r/c? du t/Ç d^ 

dn dn dn ~ ds ds ds 



et désignons par L' la même expression dans laquelle ^ est changé 
en 2:'. 

En nous servant de la première expression de L et de la seconde con- 
dition (2), nous aurons 



'-:-/(^§'-='f)- 



et, on intégrant par parties, 



1 



^/(^■S-'-S)-^ 



remplaçons ensuite L et L' par leur seconde expression, et nous aurons 



..^;/( 



dn d^ dn d^' . 

ds ds ds ds 



I est donc égal à J et de signe contraire, et la formule (3) est dé- 
montrée. 
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Si la plaque est encastrée sur son bord, on a, sur le bord, les condi- 



tions 



w z=3 o, w'i^ o, -— --= o, --.— = o; 



dn ' dn 



par suite, 



K-o, Ç'-o, -7-— o, -,-— o; 



dn dn 

donc I et J sont nuls séparément, ot l'on a encore l'équation (3). 

Equations de condition données sur le bord de la plaque 

par Poisson et Cauchy. 

13. Poisson a donné le premier une véritable théorie de l'équilibre 
d'élasticité et du mouvement vibratoire des plaques. Cauchy a ensuite 
repris la même question et a trouvé des équations identiques à celles 
de Poisson, du moins dans le cas où le bord n'est sollicité par aucun 
couple. Ils ont ainsi trouvé trois conditions aux limites auxquelles doit 
satisfaire le déplacement transversal w, tandis que la fonction w ne 
pourrait satisfaire à autant de conditions et que ces conditions doivent 
se réduire aux deux obtenues par Kirchhoff. Nous allons montrer com- 
ment on doit modifier l'analyse de ces deux grands géomètres. 

La solution de Cauchy s'éloignant le plus de la vraie solution, com- 
mençons par celle-ci qui se présente aussi plus simplement. 

Désignons par E, F, G les composantes de la force exercée sur le 
bord et estimée par unité de surface, en la supposant la même sur 
toute la longueur de la génératrice du cylindre qui forme le bord. 
Cauchy, sans avoir égard à la minceur de la plaque, exprime que cette 
force est, en chaque point du contour, égale à la force élastique exercée 
en ce point. On a ainsi, sur ce contour, 

/ Ni C0S9 -h T3 sincp = E, 
(1) ' Ï3COS9 -f-N, sin9 — F, 

( Tjcoscp -h T| sincp - G. 

Adoptons les notations et les résultats obtenus aux n*^' 1-3. Égalons 
à zéro le terme indépendant de z et le terme multiplié par la première 



l88 CHAPITRE VI. 

puissance de z dans les deux premières équations (i), et nous obtien 
drons ces quatre équations 

(2) *l,oCOS9 }- /jlUo sino : : E, /JLU0COS9 -I- irt>o sin9 ---I F, 

(3) «Vi COS9 -<- |jlU| sino o, |jlU|C0S9 i-Ul)| 8*1119 - ^• 

Nous avons vu qu'en posant 

1 1 -' - Tq T- Tj 5 -* - Tj - -j- . . . , 1 j ~ Tq -f Tj 2 |- . . . , 

on a 

.1 c2 



£' 



C' 



•0 '"'f ' '0" *2'* 



et la troisième équation (i) donne 



£* 



— (t1 cosg -^ Ti sino) h (i o; 

•A ' 

puis des équations générales de Télasticité on tire immédiatement t!^ et 
I2* et l'on met cette équation sous cette forme 



/^Mm r/U, . , \ / rfU, r/iiÎM v\ • '-^^ 



1 o. 



On obtient ensuite 






et Ton en conclut (acilement 









Cela posé, on pourra reconnaître d'abord que les deux équations (2 ) 
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se confondent avec les deux conditions au contour du mouvement lon- 
gitudinal (n*^ 9). 

On obtient ensuite, pour les équations (3) après les avoir divisées 
par - [JL, 

(5) («,,.,. H^-^^,jcos9 H2^^-^-sin9-.o, 

/ dUv , d^sv\ . d'-iv 

V r/v« d.r- } ^ dxdy 

Enfin, en supprimant les termes en X, et Y,, comme nous avons 
déjà fait, nous obtenons, pour Téquation {\), 



fd^w d^iv \ ( d^w d'^iv\ . 



2ii 



Les équations au contour ( ) ), (G) et (7) sont celles qui ont été 
données par Cauchy, et Ton en peut déduire les deux conditions 
données par Kirchboff, dans le cas où G est nul. 

14. Pour adopter ensuite le raisonnement de Poisson, nous allons 
examiner les forces qui se trouvent sur le contour et les moments 
qu'elles produisent. Considérons d'abord la force élastique totale qui 
a lieu sur tout l'élément 'ledsdn contour, compris entre deux généra- 
trices distantes de ds. Les composantes de cette force suivant les axes 
deso^et des j doivent être égales 'à2tEdsel 2.i¥ds. Ainsi nous posons 
les deux équations 

/ (N| COS9 -4- T3 sin9) dz --2£Ey 1 (T, COS9 h Nj sino) dz — sieF, 

j. — ff 

et nous en concluons de nouveau les deux équations (2 ). 

Désignons par a;, j les composantes suivant les x et j de la force 
élastique en cbaque point de l'élément du contour 2ids; nous aurons, 
pour la composante normale a l'élément ds, 

-\^cos9 T-5'sin9. 
Exprimons que la somme des moments de ces forces par rapport à la 
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l'expression de P devient done 
P — ^fJt£*(Tj CCS 9 -f-T, sin9) 

Cherchons ensuite le moment de torsion M c/^ qui a lieu autour d'une 
normale à la section moyenne et qui provient des forces qui s'exercent 
sur l'élément itds. 

La composante tangentielle de la force élastique pour toute valeur 
de z est 

— iTcosip -f ^. sin9; 

on a donc 

(i^i COS9 - -\-i sin9) 



'Xi' 



3 
3" 






Le couple )\ds résultant de forces tangentielles peut être remplacé 
par un couple formé de deux forces qui sont normales à la surface 
moyenne de la plaque et qui agissent aux extrémités du hras de le- 
vier ds. Ces deux forces au commencement et à l'extrémité de^^ seront 
M et — M; sur l'élément ds qui suit, ces deux forces seront remplacées 

par M -I- ^ rf* et — M - ^ ,- ds. Donc, au point de séparation des deux 
éléments ds^ on a les deux forces - M et M -h y:ds^ qui se réunissent 
en la force —, ds. 

ds 

Donc, en définitive, l'élément itds peut être considéré comme solli- 
cité suivant l'axe des z par la force 

-. , ^1 , 

V ds \- ,' ds; 

ds 

si, tout le long du contour, on applique une force 2G£ parallèle à Taxe 
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(les z, on aura donc l'équation 

F -{- , = 2£U, 

as 

et, en remplaçant P et M par leurs valeurs, on obtient 

\ '■^s[[d.- ■ ,y^YJ^'«?cos9-i ^^~(s.n«? cos'9)J 



— o. 



C'est exactement l'équation ( p) du n^ 8. Poisson exprimait séparé- 
ment l'égalité de P à G et l'égalité de M à zéro ou a un couple donné. 
La démonstration, qui précède, de l'équation (9) a été donnée par 
M. Boussines(|. 

Remarquons ici les conditions aux limites à adopter si la plaque est 
simplement appuyée sur le bord, en sorte qu'elle puisse tourner libre- 
ment autour de la ligne médiane du contour. Alors, pour l'équilibre, 
le moment autour de la tangente à cette ligne doit être nul; on a donc 
pour conditions au contour iv — o et la condition {S) dans laquelle H 
est nul. 

On doit remarquer que, dans ce cas encore, on peut appliquer l'équa- 
tion ('i)du n" 11. 



lùfuilihre d'élasticité ci mouvement vibratoire dune membrane. 

16. La membrane est supposée extrêmement mince et parfaitement 
flexible, en sorte qu'elle n'a pas de forme déterminée à l'état naturel 
et qu'elle n'acquiert l'élasticité que par suite des tensions qu'on y 
applique. Nous supposerons en outre cette membrane bomogène, 
d'épaisseur constante, rendue plane et fixée sur tous les points de son 
bord. Toutes les conditions précédentes peuvent être réalisées par des 
feuilles de papier mince. 

Dans la déformation d'une plaque, on a tenu compte de son épais- 
seur et, bien qu'on ait regardé cette épaisseur comme très petite par 
rapport aux autres dimensions de la plaque, on a eu égard à la varia- 
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tien dos forces élastiques ilans répaisseur de la plaque. Dans la mem- 
brane, l'épaisseur est considérée comme incomparablement plus petite 
que les déplacements Jes points de la membrane. Il n'y a donc plus 
lieu de développer les forces élastiques suivant les puissances de la 
distance à la surface moyenne, et ces forces seront considérées comme 
invariables dans toute l'épaisseur. 

On peut encore employer, pour le travail qui s'opère dans la mem- 
brane, la formule adoptée pour les plaques 



►f 1— 



"''///['"' ' '^î^-^'+'»'+'-î-^î-'+4i^''"^^''^^'^' 



djrr/yrfz, 



OÙ cbaque élément de l'intéjçrale indique le travail dans l'élément cor- 
respondant dxdydz de la membrane. Mais maintenant, dans cette 
formule, il faut considérer les six quantités 2> et g' comme des défor- 
mations qui ont lieu dans la surface moyenne de cet élément de mem- 
brane et perpendiculairement à cette surface. 

Les forces élastiques Nj, Ta, T, sont encore nulles, comme pour les 
plaques, aux deux surfaces (et, par suite, même nulles dans toute 
l'épaisseur). On en conclut, comme pour les plaques, que rf peut être 
mis sous la forme suivante (n° 2) 



.f 



'fff\lP"^-^'^^''^^^^l^'\\'^'''h''^'- 



et, dans le cas actuel, cette expression peut être remplacée par 



.f — 



^tff\a{y---->\) t '?.b^^,^,:r\\f{j(ly. 



^* ^M g2 étant des déformations produites dans une surface devenue 
légèrement courbe. 

17. Mettons le plan des xy dans le plan moyen de la membrane et, 
par un point M quelconque de cette surface après la déformation, me- 
nons des parallèles MA, MB, MC aux axes des .r, v, z (Jig, 9). 

Par la déformation, la ligne très petite M V :-^ / sera entièrement dé- 
placée et, en ramenant rextrémité M à sa place primitive, sans 

M. — Êlast. Àj 
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et celles de MB' sont 



du , ( dv\ . div , 



On a donc 



dtt il if d\v r/ti" 

,. \ dy dx dx dv 



c«s(A'Mir) .cos,--.,,^ _^ ^^ ^^. , 



IS - — ''. 






le dénominateur peut être réduit à l'unité, et Ton obtient 

du dv dw dw 



(3) 



r> 2 



•I -- 



(/y dx dx dy 



18. Remplaçons maintenant les expressions (i), (2), (3) dans J, 

nous aurons 

j — ,f, -h J,, 

en posant 

'T, — : — 2 uLc / / /) dx dy, -Tj — î/jLî / / ^^dx dy^ 

,. a\(duy /<^i'\'"l , du dv i /du r/r\' 
•^ " 2 l[dr) -"- [-d? ) J -^ '' ^ ~dy '" ^ U/J ^" ^'^•^\' ' 

ardu_/divy ^/'^'Vl 
2 I c/x \dx / dy \dy ) | 

b Vdu /divJ dy / <^»* V 1 (du dy\ dw dw 
1 \^dx \dy I dy \ dx / J \dy dx ) dx dy 

La première partie .f, de Ja été déjà obtenue pour la plaque; elle 
donnera les deux mêmes équations pour les déplacements longitu- 
dinaux // et (', et l'on y ajoutera ces deux conditions au contour 



1* - 



u = 0, r ~ o. 



La seconde partie .f^ servira à déterminer le déplacement transversal. 
Nous avons 

0^2 — " 2 /JL6 M ô^^dx dy^ 

et, en supprimant les termes en ou et oc, qui seraient très petits par 
rapport à ceux qui entrent dans Sc^, , et que, pour cette raison, nous 
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Téquation 






+ 7^-1 + ^^ o- 



Pour passer de l'équilibre au mouvement vibratoire, nous ferons 
et nous aurons pour Téquation de ce mouvement 

(iUv ii{a-\- h)k fd^w dU\ 



dt^ \dx' dy 



\ dx^' 



L'expression du coefticient du second membre peut être simplifiée. 
On a d'abord 

Si nous désignons par F la force avec laquelle la membrane est tendue, 
nous aurons 

ou 

rf// . di* . div 

et, en remplaçant ^ et ^- d'après ( >), on tire de ces deux équations 

On a donc enfin, pour Téquation du mouvement vibratoire de la 

membrane, 

dUv _ ¥/d^ d^^\ 

di^ ~ p \dJi^ "^ r/py' 

et la condition sur le contour est {v = o. 

On pourra mettre la membrane en mouvement en soufflant de l'air 
sur une de ses faces. 
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Seconde solution du problème de la membrane, 

20. La solution précédente a l'avantage de faire comprendre la dif- 
férence essentielle qui existe entre le problème de la plaque et celui 
de la membrane. Mais on peut résoudre ce dernier problème d'une 
manière plus simple par les considérations employées par Poisson. 

Les axes des x et y seront encore pris dans le plan moyen de la 
membrane, quand elle est tendue également dans tous les sens et à 
l'état de repos. 

Sur les faces de la niembrane et, par suite, sur la surface médiane, 
les forces élastiques sont nulles. Si donc, après la déformation, a, fl, 
Y sont les angles de la normale à cette surface avec les trois axes, nous 
aurons, dans toute l'étendue de la membrane, 

N , ces a -4- T3 cos 3 -t- Tj cos ■/ . o, 
Tj cos a -h N, coS;3 4- Tt cos y — o, 
Tj cosa-h Tj cos3 I-Njcos)/ : o. 



(i^v d\v 



On a ensuite, en faisant/; — 7— > a -- -7 



- » 
Y 



(OS a - - > fOS^ _ - L y cos-/ -1 

formules qu'on pourra réduire à 

cosa — /?, cos,3 _ </, cos-/ -1, 

et les équations précédentes deviendront 

( 'f, ----/^Ni-t-vTa, T, -//fa r- vN., 

Pour plus de généralité, supposons l'épaisseur 2£ variable, et con- 
sidérons l'équilibre du prisme qui a pour base dxdy dans le plan 
des j:;v et qui est terminé aux deux faces de la membrane. Nous aurons 
à faire un raisonnement tout semblable à celui du n^4 du Cbapitre I; 



KOLILIBRE ET MOUVEMENT VinHATOinE DES PLAQUES ET MEMBRANES PLANES. I<)C) 

les faces du prisme, perpendiculaires sur le plan des xy% sont solli- 
citées par des forces élastiques et, en égalant à zéro les composantes 
de ces forces suivant les trois axes de coordonnées, nous aurons ces 
trois équations 

\ h £ \ -- O, 

cijc (ly 

Un / -— -J : £1 i^- o. 

(U' ci y 

—i 1 , -h £/ ~ o, 

(ijc a y 

X, Y, Z étant les composantes des forces extérieures estimées par 
unité de volume. 

Dans la troisième équation {b), remplaçons To, T, par les valeurs (a) 
et, en ayant ensuite égard aux deux premières équations (/>), nous 
obtiendrons 

ou 

r/»u' d^w d^w 

^ dx^ dx dy dy^ 

21. Prenons maintenant £ constant. Supposons /?X et y Y très petits 
devant Z, et exprimons que la membrane est également tendue dans 
tous les sens par une force F appliquée normalement en tous les points 
du contour et la même en tous ces points; nous aurons 

T3" o, N," Nj- : F, 

et l'équation (r) deviendra 






Enfin, s'il n'existe pas de forces extérieures, l'équation du mouvement 
vibratoire sera 

d^KV 



^\7L^~^'dy') 



- 



dr- 



Les quantités/? et q étant très petites, la valeur de N., peut être con- 
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sidérée comme nulle d'après la troisième équation {a), et Ton a 

dw [du dv\ 

di%* 

Portons cette valeur de ->- dans N, et N.>; nous aurons 

dz ^ ' 

_, dit , dv -. - du d\' 

' dx •' dv djc ' dy 



( du dv \ 



Enfin portons ces expressions dans les deux premières équations (i) 

réduites a :% 

d\, dJ, ^. fiJ, ûTV, ^. 

dj' dy dx dy 

et nous retrouvons ces deux équations du déplacement longitudinal 

d-u d^u , , d^v É „ 

d}v d^v , , ^ d}u I . , 

avec les conditions // = o, r = o sur le contour. Enfin, si X et Y sont 
nuls, d'après ce que nous avons dit (n" 19), // et r se réduisent à des 
expressions de la forme kx et ky. 

Dans le Chapitre V du I*' Volume de ce Traité (Cours de Physique 
mathématique), j'ai étudié les mouvements vibratoires des membranes 
circulaires et elliptiques. En particulier, j'ai déterminé leurs lignes 
nodales et les divers sons qu'elles peuvent produire. 

Equilibre d'élasticité d'une plaque circulaire. 

22. Supposons une plaque circulaire horizontale. Sur tous les 
points de l'une de ses faces, on exerce des pressions normales, de 
manière que ces pressions soient les mêmes pour une même distance 
au centre de cette face. 
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Ce bord sera d'ailleurs ou entièrement libre, ou siuiplenient appuyé 
ou encastré. 

Adoptons des coordonnées polaires r et ^ ; r est la distance au centre 
et 9 Tangle du vecteur r avec une direction fixe. Nous négligerons les 
déplacements horizontaux pour ne nous occuper que de ceux qui pro- 
duisent la courbure de la plaque. 

Si Ton considère dans la plaque un élément cylindrique dont la sur- 
face latérale est normale aux faces, avant une base é«;ale a t et avant 
pour hauteur l'épaisseur 2£ de la plaque, il sera sollicité verticalement 
par la force ss^pT, où g^est Taccélération de la pesanteur, et aussi ii 
très peu près suivant la verticale par la force Ht, Il étant la pression 
exercée à I51 face supérieure; cet élément sera donc sollicité par 

2£T (g^ -h —j> et la plaque est dans un état qui diffère très peu de celui 

qui proviendrait d'une force extérieure verticale et égale à ^f H- — • 

Faisons (xa = co^ et, d'après la formule (C) du n" 8, on aura, pour 
l'équation du déplacement transversal, 

v) 'A 6 

(Tette équation peut être remplacée par les deux suivantes 

(0 AiiT-'l, A'I z(j(II +--î£p^O, 

en posant 

_3_ __^ 

Désignons par/? le poids de la plaque et par /son rayon; nous au- 
rons 

et, comme (v ne dépend pas de l'angle o, les deux équations (i) 
peuvent s'écrire 



M. — F.lMt. 



26 



2>Z2 CHAPITRE VI, 

>. 't^ i» •Ttl H^i lihre el «jue G soil une force l;in*reiilielle verlicale qui 
- . .:.:^ J- li'tnl et resle constante tout le long de ce boni, les deux 
• '. ^-î-ons au contour sont (n** 10 ) 

i an as ar iw 

*•!- ' r*wme on k actuellenjent 

as — /ao, - . — 

as r 

**-t^ d^Mjx conditions peuvent s'écrire 






-^ — - .- -^ o, - - _j - - Cj. 



2 ' 



/• ^/' ' dr '.)'£^ 



Si le bord de la plaque est appuyé, les deux conditions du contour 

M>nt ('il" i;>; 

a , I ^tt' 

r y j - > — o, ir = o. 

' 7. • /* ar 

Eutin, ni la plaque est encastrée, ces conditions sont 

du' 

i'A, Int/'jfrouH IVquation (1); nous aurons 

/ - / Wrdr --ni' » 

4 n ^< M/;^M)o;^nl que la constante C doit être nulle, afin que y reste fini 
I"«;^ A '/: pOJ*, '*n appliquant l'intégration par parties, on a 

; c; . ///.'' • ^I«>r'T / nrdr — rTJ Ilrlog^^r, 

IH* tlipUf,(>tl^ |/ p.ir cf«tte valeur dans (^ 2 ), multiplions par r et inté- 
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grons; nous aurons 



/• -j- -- b -\ f- 

dr 2 



-^,L r^ -4- <7 1 /• ios y dr f n rdr 

167:/» ./ ^l J^ 



— (T I rdr 1 n /• log ^ dr. 

Des intégrations par parties on déduit 

/ r log jdr I U rdr — / r/( — log j j-j j U rdr 

On reconnaît encore que la constante b est nulle, et l'on obtient 

dw C.r ap , //* r r\ r„ , 

— — I llr los-pdr -h -!^- 1 lir^dr. 

Intégrant de nouveau, on a 

— - f f'^f f Ur loy: jdr -\- f f -,- f lï/'t/r. 

Les trois intégrales doubles de cette formule ont respectivement 
pour valeurs 



('^\o^j^'^\j\lrdr ~ fllr'îoii-dr ! '• fur'dr, 
• - / Urlo^jdr ~J O/Mogy^/, 
log^ fUr'dr - / llr^lo^'jdr. 
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En substituant dans Texpression <le iv et réduisant, on obtient 

-: T(i- log'^) / II/V/; -7'' f II /• lo? i//r - 7 /" H/Mog^rf/-. 

C'est la formule donnée par Poisson. 

24. Il ne reste plus qu'à déterminer les deux constantes C et/. 
Si le bord de la plaque est libre, nous avons sur ce bord cette équa- 
tion 

qui peut s'écrire 

•7 / n f'fir H —, -r 2g(i =r O, 



et qui servira a déterminer la force G pour qu'il y ait équilibre. 

Dans le cas de la plaque aux bords libres et dans celui de la plaque 
appuyée, on a la condition 



-•l ;- - O 



>. ' /• dr 



qui a lieu sur le contour. Il en résulte pour la valeur de C, dans les cas 
de la plaque a bords libres et de la plaque appuyée, 

[« -I s- ■M'»-").'„ .'. / n"-') /v, J 

Si la plaque est encastrée, ou a, d'après la seconde condition (6), 



<;-■ T 



L • "> * « * o J 



La valeur de /est indéterminée pour la plaque à bords libres; 
mais dans les deux autres cas,/ se détermine par la condition ix> — o 
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pour r = /. On a ainsi, dans ces deux cas. 



I 

-t- 







* • W ' * 



Posons 

•^0 



on désignant ainsi par P le poids total de la charge, et nous aurons, 
en remplaçant C par sa valeur : 

1" Pour la flèche de la plaque appuyée 

2" Pour la flèche de la plaque encastrée 

25. Considérons le cas particulier où la charge P est également ré- 
partie sur toute la plaque. On aura alors 

11=.-!^, 

cl l'on en conclura, pour la grandeur de la flèche, 

^/« 3^ — 1 

En calculant l'expression de iv, on reconnaîtra que la surface 
moyenne de la plaque afl'ecte la forme d'un paraholoide elliptique. 

Considérons ensuite un second cas particulier : celui où la plaque, 
restant horizontale, est tirée par un poids suspendu à son centre. Il 
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faudra alors appliquer les formules générales en supposant que II ne 
|)rend des valeurs sensibles que tout près du centre. Il en résulte que 
les intégrales 



f Ur^dr, I Ur^og^cir 



seront négligeables devant 



Urdr=z î— 

'0 2^^ 



On aura ainsi 



[ff/*2<3 — if 3/1 — I "1 

(7) ' L HV / j 

Ces deux formules peuvent aussi servir à déterminer la pression qu'il 
faut exercer au centre de la plaque, pour que la flèche ait une lon- 
gueur donnée. 

Supposons une masse répartie également sur la surface supérieure 
et cherchons la pression qu'il faudra exercer au centre de la face infé- 
rieure de la plaque pour que ce centre reste au niveau des bords. 

Désignons par^' le poids réuni de la plaque et de la masse qui la re- 
couvre. Cette plaque peut être assimilée à une plaque identique de 
forme, mais de densité plus grande et dont le poids serait/?'. Exerçons 
une pression Pau centre pour que ce centre ne change pas de hauteur; 
alors la flèche sera nulle, et Ton déduit des formules (7), pour la pres- 
sion h exercer, 

3/7 — 1 . _ p^ 



. - , />' ou P— — , , 

selon que le bord sera appuyé ou encastré, le signe — indiquant que 
la pression s'eflectue en sens contraire de la pesanteur. Les appuis des 
bords de la plaque supporteront une pression éjijale à 

3 /? - - 1 r> ^ 3 , . 

suivant les deux cas. 



ÉQLILIBRE ET MOUVEMENT VIBRATOIKE DES PLAQtES ET MEMBRANES PLANES. 207 

Toutes les formules précédentes se confondent avec celles qui ont 
été données par Poisson pour ce problème, lorsqu'on y fait a = -J. 

Mouvement vibratoire crime plaque circulaire, 

2G. Le mouvement vibratoire transversal d'une plaque est donné 
par Téquation (n° 11) 

A* A Air- ,- - o, 

à laquelle il faut joindre les deux conditions relatives au bord 

, ff K _ d ( div\ dn' r/9 
\ 2 ~ ds \ds I dn ds ' 



i a dliv _ d V d^ /d^\ rfÇ d^l 
' 2 dn ~ ds \^dn \ds ) dn Un \ 



Pour avoir une solution simple, nous posons 

et nous avons ainsi 

AAÇ /^Ç. 

En introduisant une fonction auxiliaire y;, nous pouvons remplacer 
cette équation par les deux suivantes 

(3) /»rî = AC, /«C^Ayî. 

Posons 

et, en ajoutant et retranchant entre elles les deux équations (3), nous 
aurons 

(4) AL=/'U, AVi=-/»V. 

Prenons des coordonnées polaires r, j» dont l'origine soit au centre 
de la plaque, prise maintenant circulaire; les deux équations précé- 



2o8 
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fientes 


(levier 


idront 




















r/H 




I 


dl 


1 


d'I 








^//•* 


-l~ 


r 


dr 


~^ / * 


d-y 








d^y 




I 


d\ 


1 


d^\ 








dr* 




r 


dr 


r^ 


dy 



— - — /'V 

^. - 

Désignons par n un nombre entier et posons 

L - AX si n n -^j V - B Y sin /^ '| ; 

ces deux équations se changent en les suivantes 

^*\ I d\ 



dl 
et, en remplaçant la variable r par 



* ' /• dr \r* I 



<//•* r df 
d'\ 



ir 



en celles-ci 

(•>) 

On en tire ces deux solutions particulières 

I . 2 . . . /I L U '' -*- I . 2 ( // -h I ) ( /* -t- 2 ) ^ I . 2 . 3 (/« -M ) (/i -h 2) (/l -h 3) ' * ' J * 

Y =^ I I 1 7 — ... I , 

1 . 2 . . . /l L ' ( 'J -^ ' ) I . 2 ( /£ -h I ) ( /^ -t- 2 ) J 

auxquelles il faut réduire les valeurs de X et Y, les solutions géné- 
rales étant infinies pour u = o, comme on le voit facilement. 



27. Dans les conditions (i), remplaçons w par (2) et faisons, de 
plus, 

do ^'j' _ ' . 

ds ds /• 



dn = dr, ds = /• ^l, ^,^ _- ^^ _ , 
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on nous servant de la première équation {!{), nous aurons, pour 
/• = R, R étant le rayon du cercle de contour, 

'\ ' ~" /•* d'^ff^ r lïv 
•\ lir r* d'if* r* drd'y 

Remplaçons r^ et î^ par leurs valeurs 

r, -:: (A\ -r HY) sin/r^, C v^ ( W - in ) sin/r^, 
et ces deux tonditions deviendront 

^/MA\ + BV) - -'i;(A\-BY)H-i(A'/^:-n'-';-), 
>' /- /• \ dr dr ' 

x \ dr dr I r* r* \ dr dr ' 

OU, en remettant la variable u au lieu de r, 

(p) A|(/«*4-2a//^-)X~«'j^'^] -Br(/i^--2rt//^)V--//^ I ^o, 

(7) aI /i*X — (/i*— irt//*)w''^l — BT/tM— (/i*-h Jrt//*)/!^ I -o, 

équations qui doivent avoir lieu pourw = — • Elles doivent servir à 

déterminer /et le rapport de A à B. 
Nous avons la formule 

tr — (A\ — BY)sin/r}sin/«A7 

et, en ayant égard au rapport de Â à B donné par Téquation (p), nous 
avons 

(6) \y - Csin/*A7.Psin/i']^, 

où C est une constante arbitraire et où P a pour expression 

■^ Ml — ~ ■^ M -B — . 



H=. ■ M = 

1 t 



M. — Êlant, 27 
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' • • A /R 

En éliminant g entre (p) et (q), on obtient, pour u= — > 

28. Nous allons, comme Kirclihoff, développer le second membre de 
cette équation suivant les puissances de //. 
On a 



XY =1 ; IH ^ h . . . 

(1.2. . ./i)- ( L i.'A(n -t- i)(n-h2) J 



"'L'(« + o ^i.2.3(/i-+-i)(/i-+-2)(/i-h3)'^"j r 



et l'on obtient facilement 



//*'* 



(.0 XY =- — ;i (» -^ Bi "'-i- Bî"'-+- 83/^** + . . .), 

1 1 . j • • • /* } 

en posant 

(-1)^- 



B^zzz 



1.2. . .A X (/^ 4- 1) (n H- 2). . .(/^ -4- A) x {n H- i) (// H- 2). . .(/t 4- 2X-) 

De cette formule on peut déduire ensuite les autres expressions 
I _v^^' v^^ , _d\dY . ^dY „rfX 

du du du du du du 

qui entrent dans Téquation (r). 

Diiïérentions trois fois par rapport à u Téquation 

L=:XY 

et remplaçons les dérivées de X, Y d'ordre supérieur au premier au 
moyen des équations (5), nous obtiendrons ainsi 

dLi _ - r/* L in- . i dh . 

du-"^'' diF-ij^^^ûdri'^''^'' 

d'L_ i d^L 4/i'-+-i^L 4, o, 4^1', 
du^ u du* w du u £/' 
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et nous en tirons 

j dL . ^'L I ffL 2/1*. 

au du* u du m* 

81 ^^ 3 d^L \n^—i dL 

^^ du^ u du* «' du 

Ensuite, d'après la valeur (s) de L, on trouve 



^■=(- 



^^^.[^«+|(.w./)B..«-j 



X.-1 

Apres avoir écrit ainsi Téquation (r) 

remplaçons L, L|, Lj, L, par leurs développements en séries, nous au 
rons, en divisant par 4//^*^*, 



o =r. an 



« I 1-4- 2 B*//** \ — ^a/i» n-h^(n -^ si A )Bx m** 



a /i« + 2[a(/i-+-'^A)»— /j«]Baw' 



_ (,i*_ ,iJ) _L 2 A(/i -f- A) ( n -h ^A) Bx m' 



— 4a*2^'('* "^ '^'^ ('* "^ ïî A)Bx.«*^ 



it=i 



Dans Tavant-dernier terme, Taisons le changement indiqué par la 



2 I •_> 



loi'iniilr siiivaiUc 



• llAJ'ITI'.r w 



- . ^ /." I // — /. ( // > /. ) î î // * 



// — I I // 



> ) 



H. - — ^ /. . /^ - / > // — ) /. -H; //"• 



/i ~- l 



//' 



^ I /. i //--/. I ■//-->/. - >. ^ U ^ , II"- . 



fl, (Ml reinan|innit que noii< av(HiN 



n -. 



n 



/. - I • I // /. -^ I ■ // — i /. 



nous (>l)h*nons iMifin rrtlf r(|iialiôn 



t> 3^ { > <7 I //• . /i - Il 



-^ V H //♦ 



n- , n - M 
// -- i /. - I 



I 1 // 



\n ' H' 



Lu 



' 1 



— » /. -.- M 



i /. // - 'i /. 



4 '/- /. . // — /. I I /i — 2 A 



i.riW tMjualioii vu // a mu* inlinilc «Ir rai^int'S (iiToii calculfra ilaiis 

l'ordre de ^urandenr croissante //., u., // , .. .: en les divisant par - . 

on obtiendra tontes les valenrs ipie jienl avoir /[ouir nne valeur entière 
lo 



• * 



(it)nnee a //. 



2\). Ponr simplifier, i\o[\< avons rednil la solnlion simple à la for- 
nuil»' ( <) ): niais on doit lui donruM* la loiine |)lns eoïnprh|née 



/•' 









Knlin. la solnlion la pln> Lrenrral»* s'(d)lienl en prenant nnt^ série ilouhie 
lorn)»'e de la snnune de ees sojnlions simples dans lesipudles on donne 
à // tnnlrs les valenr^ enlitMes et ii / les valeni's indiijnees ;i la lin du 
numéro précédent. On déterminera ensuite les eoet'tieients par une 
rt';:le connue, assez de l'ois appli(|uee d.in< I»' premin- voluiue de ce 
Traité |Miur qu'il soit inutile d'v r»»venir. 
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Au reste, les états vibratoires qu'on obtient ordinairement par 
Texpérience sont les états vibratoires simples fournis par la for- 
mule (il). La bauteur du son produit est égale à 

■ ■ • 
9. T. 

f/équation 

(r) Piro 

fournira des lignes nodales; ce seront des cercles concentriques avec 
le bord et dont on calculera les rayons par cette équation. Si le rapport 
de x' à Di/ est égal à celui de .^i. à \s\j, on aura d'autres lignes de nœuds 
données par l'équation 

-\'> sin w 'l' -+- ï*î> cos w 'I — ; 

ce seront des diamètres de la plaque qui la diviseront en 2/1 parties 
égales. 

On constate, en effet, par l'expérience que, pour un même son, on 
peut obtenir des états vibratoires dont les lignes nodales circulaires 
sont données par Téquation ((>), mais dans lesquels les lignes nodales 
diamétrales tantôt se trouvent et tantôt ne se trouvent pas. Dans le 
second cas, on voit une partie du sable répandu sur la plaque se dis- 
poser en diamètres, mais qui ne sont pas fixes et ont un mouvement 
d'oscillation. 



Équilibre (iélasticité d'une plaque circulaire doni on maintient 

la déformation du bord. 

liO. Concevons qu'on déforme une plaque bomogène, plane et d'épais- 
seur constante, par des forces appliquées sur son contour. On peut dé- 
terminer la forme de la plaque, quand on connaît la déformation de 
son bord; en d'autres termes, connaissant le déplacement normal du 
bord et l'inclinaison que prend la normale à ce bord sur sa direction 
primitive, on peut se proposer de déterminer le déplacement normal 
de cbaque point de la surface moyenne de la plaque. Ce déplacement»^ 



2r 5 fMKrniL ri. 

ff*u d*'^ d" •* 



-k 



♦•t (Théorie du PoUniieL Chap. IIK n" 2^î i la Talear de t*- peut s'écrire 



f î 



« :=/» — f I r-lo-rr l i if. 



p dési;?nant une f^ni-tion qui satisfait à Fêquation 



ï3 






t ». 



et rintégrale étant prise tout le Iod^ du contour 5 de la plaque: enfin 
r est la distance du point < x. v 1 à rélêment ds, 

3L Supposons maintenant que le contour de la plaque soit un cercle, 
l/origine des coordonnées étant au centre, posons 

r =1 R cos a 3= ae^ cos a, »' =z R sîn a = ae^ >în a, 

et re^rardons le cercle de contour comme donné par ^ — ai Téqua- 
tion (i) peut s'écrire 

fi^p drp 

et /i sera donné par une série de cette forme 

R R"* 

p = M^loga — (M, cos a — \, siiia) r... — jM,co>wa — N,sin /i3t> — 

les coefficients étant des constantes à déterminer. 

a, et a étant les coordonnées d*un point du contour* 2 et R celles 
d*un point de Tintérieur, on a, pour la distance qui les sépare, 

1 1 

/• [R*— 'îflrRcos(3c -a,»^-fï*J^ = /7( 1— - r »-». >"Tj'j ,_ 5^- »-». >~)*. 



a • ' <i 
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Prenons les logarithmes, et nous aurons 

log/= losa cosia — «•) -cosafa — «i) — ô — 7 cos3(« — «•)—.... 

Par hypothèse, pour R = «, (v et ^> la tangente (l'inclinaison de la 

normale, sont des fonctions données 0(a) et /,(a). Examinons donc 
ce que deviennent, pour R = a, les formules 

^ — ^-+- 2/logr[R — rtcos(a— a,)]9(a)^a. 

Remplaçons a — a, par 0, désignons par U ce que devient 

/•*(Iog/— i) 

quand on fait R ^ a, et nous aurons 

U - 2rt*(i - ros^)(logrt — î — cos^— J C0S29 J cos39— . . .) 
-- 2a* logrt — (loga 4- I) cosO 

-h i COS26" I- ,^ ros3^ 4- . . .H- cosnO -h. ... 

• '* n(fr — I) J 

La fonction 9 (a), qui a 21: pour période, peut se représenter par la 

série 

o(a) ~ Ao4- A, cosa 4- B| sina 4- A, cosaa 4- B, sinaa 4-. . ., 

et Ton en conclut facilement, pour la première condition au contour, 

Mo loga 4- 47:a'A loga 

4- [M,— 2Tra'(loga 4- {)Ai] cosai 4- [Ni— 27ra(loga 4- i)B,] sinai 
4- 

-h = 0(«,). 
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On obtient ensuite de la même manière, pour la seconde condition 
au contour, 



47ra(Ioga 

M. 

a 

2M 



( 



i)A„ 



-^ — '2 7:a(logY/ H- 4)B, 
a 



SUl^l 






-h 



' *- /-• A,J cos/^al-+- H 7— j B,, 



ainnoLi 



^- - /(^i)- 

Dans chacune de ces équations, on sait calculer le coefticient de 
cos/^a,, ce qui permet de déterminer M,, et A,,, et l'on obtient de même 
y„ et B,,. Les deux séries de coefficients (jui entrent dans la formule (4) 
sont donc connues. 

J*ai résolu le même problème pour la plaque elliptique (Journal de 
Lioimlley 18G9). 
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OUVRAGES DE M. EMILE MATHIEU. 



Dynamique analytique. In-4 ; 1878 1 5 fr. 

Tous les Ouvrages de Mécanique commencent par l'exposition des mêmes principes; 
mais ils se séparent bientôt selon que l'auteur a voulu faire un Traité de Mécanique 
rationnelle ou s'est proposé surtout la Théorie des Machines. Quant aux Ouvrages de 
Mécanique rationnelle, ordinairement ils renferment, surtout comme applications, des 
problèmes peu réalisables, tandis que la puissance de la Mécanique rationnelle se montre 
principalement dans l'étude du mouvement des corps célestes. Aussi est-ce vers ce côlé 
que sont dirigées les théories de la Djnamique anal/tique de M. Mathieu, qui pourrait 
être intitulée Prodrome de Mécanique céleste. On peut citer deux Ouvrages qui ont été 
faits dans le même but : la Mécanique analf tique do Lagrange et les Forlesungen ûber 
Djnamik de Jacobi, qui sont de date beaucoup plus récente. Mais, bien que M. Mathieu 
ait utilisé tous les résultats acquis à la Science dans cette branche des Mathématiques, 
c'est avec celui de Lagrange que son Ouvrage a, par l'exposition, le plus d'analogie. 

Traité de Physique mathématique. 

I. Cours de Physique mathém.itique. ln-/| ; 1873 1 5 fr . 

II. Théorie de la capillarité. In-4 ; i883 10 fr. 

lli-iV. Théorie du potentiel et ses applications a l'Électrostatique et au 
Magnétisme. 

Première Partie. — Théorie du potentiel, ln-4 ; i88j 9 fr . 

Seconde Partie. — Électrostatique et MagnétUnie. ln-4 ; 1886 12 fr. 

V. Théorie de l'Électrodynamique. in~4 ; 1888 i5 fr. 

VI- VII. Théorie de l'Élasticité des corps solides. 

Première Partie. — Considérations générales sur l'élasticité, --Emploi 
des coordonnées curvilignes, — Problèmes relatifs à l'équilibre d'élas- 
ticité, ' - Plaques vibrantes, In-4 ; 1890 11 fr. 

Seconde Partie. — Alouvements vibratoires des corps solides. — Équi- 
libre d'élasticité des lames courbes et du prisme rectangle. In-4 ; 1890. 9 fr. 
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CHAPITRE VIL 



ONDES SONORES ET VIBRATIONS DES TIGES 



Dans ce Chapitre, nous étudierons la propagation cl*un mouvement 
vibratoire dans un milieu indéfini dans tous les sens, dans une ti^e et 
dans une plaque indéfinies. Nous étudierons aussi les différents mou- 
vements vibratoires des tiges cylindriques. A la fin du Chapitre V, 
nous nous sommes déjà occupé de ce dernier sujet; mais, comme 
nous l'avons déjà dit, l'application des formules du problème de de 
Saint-Venant à cette recherche n'est pas entièrement rigoureuse, et il 
est très utile de rechercher avec d'autres raisonnements les équations 
différentielles qui régissent ces mouvements vibratoires. Enfin ce 
sujet comporte des considérations très importantes intéressant les 
physiciens et que nous n'avons pas encore abordées. 

Intégration d* équations. 



(! 



1. La propagation des ondes sonores dans un fluide s'effectue d'un 
manière plus simple que dans un corps solide, même isotrope; mais, 
comme les équations du premier mode de propagation se retrouvent 
M. — Èiast. n. I 
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dans le second, nous allons d'abord nous occuper de Tintégration de 
ces équations. 

Dans un liquide ou dans un gaz indéfini, si les déplacements des 
molécules //, i', (v suivant les a\es de coordonnées sont très petits et 
sont les dérivées d'une même fonction o, en sorte que l'on ait 

(h </o r/'v 

d.v a y dz 

la fonction ^ satisfait à une équation de la forme 

, . d^ o ^ / d' o r/* o d' o \ 

Os équations sont celles de la théorie du son dans un air dont la 
température et la densité sont constantes. 

Dans un gaz renfermé dans un tuyau, ces équations se réduisent à 

do d- o j ^'* 9 

" ^TIJ:' 'dF ^^ dJ*' 

L'intégrale de la dernière équation est 

/ et F désignant deux fonctions arbitraires, et Ton en conclut que le 
mouvement se propage en deux ondes de sens contraire, perpendicu- 
laires à la longueur du tuyau et dont la vitesse est égale a a. 

En effet, si pour / -^' o le mouvement est renfermé dans un très 
petit espace compris entre les plans a: — o cix -- £, les fbnctions/(j:') 
et F(.r) n'ont de valeurs différentes de zéro que si x est compris 
entre o et £. On en conclut qu'à l'époque / les deux fonctions qui 
entrent dans o n'auront des valeurs différentes de zéro, la première 
que pour 

X z^ — at -h c', 

et la seconde que pour 

i étant compris entre o et £. 
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2. Cherchons Tintéf^rale générale do l'équation (^i), qui a été 
trouvée par Poisson. 

Pour que la fonction 9 soit complètement déterminée, il faut se 
donner encore les conditions initiales. Posons donc, pour / = o, 



(Il 



FC-f,/. -), 



/et F étant des fonctions données. Indiquant les variables qui entrent 
dans 9, posons, en général, 

et considérons la fonction 

O — 9(.r 4- ;, ,v -\- r,, c -f- ï, /); 

nous aurons, d'après l'équation (i). 



I ^O _ rf*0 rn^ d^^ 

a^ dJ^ ~ di"^ '^ dir- ~^' 'dt 



y"i 



Plaçons Torigine des coordonnées au point (r, v» r) et prenons des 
coordonnées sphériques en posant 

;--rrosO, ri - rcosO' - ;• sin^cos']/, T— rcos6''' - /• siii(} sin*!/; 

alors l'équation en <I> deviendra 

^ ^ a* dt' dr"^ ' ~^ /siiiO il') ' r^'xw^h d^-' 

Multiplions les deux membres par rh — sinO r/«)r/} et intégrons sur 
toute la surface de la sphère décrite du point (x, v, 5) comme centre 
et avec un rayon égal à r. Si nous posons 

nous aurons 



(4) "■^/"-^ 



— -T- r/* — - ' 

dr- dr- ' 
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car les intégrales des deux derniers termes de (3) sont nulles. En 
effet, une intégration indéfinie peut s'effectuer, et ces deux intégrales 
doubles deviennent 

De l'équation (^\) on déduit, en désignant par 'p et y deux fonctions 
arbitraires, 

r>i=: '|(r -h at) -\- -/(al — r), 

et, comme le premier membre s'annule pour/ = o, 

Si Ton fait r = o, $ se réduit k ç, et X à 4i:4> ; on a donc 

4?: 
et, d'après l'équation (5), 

(6) ^:^±^'(al). 

D'après les conditions (2 ), nous avons, pour / -- o, 

<l>=/(.r H- /cosO, ,v -h rcosO', z -1- rcos^"), 
^~ ~F(jr -h rcosO, r-i-rcos9\ s -\- rcosO") 

ut 

et nous en concluons 

(À)/=o-" //(^ -f- /'COsO, >• -h rcos^', z \ rcos9'')d(j. 

D'autre part, on déduit de l'équation ( >) 

r -, -- - (tl{a/-i-r) — al lui -- /•), 
lit ' • ^ ^ 
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el, en faisant / = o dans ces deux équations et les combinant, on a 



l'b 



.y(,-)- 

ou 






ri r 
-h -T-. [/• //(-r 4- /Tosl), >• rrcosO'', z -* rcosO")dfj\. 

(Changeons dans cette formule r en at et appliquons Téquation ((>), 
nous obtiendrons enfin Tintégrale cherchée 

0=. j— I F{jc •+- atcosO^ y -h «/sin^cosv}/, z -h al&\nOs\n^)d7 

\ ci .' 

4-7-- y [/ / /(.r -h rtff cos^, V +- rt/sin^cosA, z -\' al^\x\^)^\\\\)ih\ 

Supposons qu'à l'origine du temps / tout le mouvement se trouve 
renfermé dans un très petit espace E, oii nous plaçons l'origine des 

coordonnées. Alors 9 et ^ seront nuls pour / = o partout en dehors 

de cet espace, et il en sera de même de f{oL\y^ z) et F(.r, y, 5), qui 
n'auront de valeurs différentes de zéro que si l'on donne aux coor- 
données .r, j, z les valeurs très petites x\ y\ z' qu'elles ont dans l'es- 
pace E. 11 en résulte que la fonction 9 précédente à l'époque / ne sera 
différente de zéro que pour les valeurs de x^ /, 3 données par les for- 
mules 



.r 4- «/ ces ^ = .r\ î' 4- ^/COSO':= V'j 3 4-/7/COS0 



fi" ' 

- -^ ♦ 



et qui donneront des éléments différents de zéro dans les deux inté- 
grales; on en tire l'équation 

{.r — .r')M- ( V — r')-4- (z — z'Y : a' t\ 

c'est-à-dire que, au bout du temps /, tout le mouvement se trouve 
tout près de la sphère de rayon ai, qui a son centre à l'origine des 
coordonnées. 

Donc la vitesse de propagation du mouvement dans un fluide indé- 
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fini est a: elle est la même que dans ce même fluide renfermé dans un 
tuyau indéfini. 

3. Considérons ensuite l'équation 

^'' de ~ dx^ • dy^ ^ dz' 

Son intégrale se déduit facilement de celle de Téqualion (1), et Ton 
trouve qu'elle est représentée par cette formule 

^-^ y— I ¥(x -[- at cosô, y -^ ht s'in 9 cos']f, z -^ cls\n9^\n^)cl(7 

\ d f 
-h T— -7- [/ \ f{or -h a/cos9, y h- ^^sin^cos^, 5 4- c^sinôsinvj^) dfj\ 

De celte formule on peut encore conclure que si, pour / = o, ^ et 

-^ n'ont des valeurs que pour de très petites valeurs de x, v, z^ alors, 

pour une valeur positive de /, la fonction ^ n'aura de valeurs dilTé- 
rentes de zéro que pour des valeurs de x-^y, z qui se rapportent à des 
points très voisins de l'ellipsoïde 

yî -.1 -t 

Supposons enfin une fonction ^ de deux coordonnées seulement x, 
y, qui satisfasse à Téquation 

on la déduit de l'intégrale de (7) en faisant r .- ô, et l'on obtient pour 
intégrale 

9 =r ^ - I I ¥(^r -^ nt co^O, v ~\- hi s'mS c.o^']f) s'inO dO d'^ 

"^ y ~/}[^ f I /(^^ -" ^^cosS, r -f /^^sin^sin'}) sin^'e/S'^^J;], 

les intégrations étant faites par rapport à de o à r et par rapport à '^ 
de o à 2t:. 
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Il est Utile de vérifier que cette expression satisfit à (y). Pour 
cela il suffit évidemment de prouver que la première partie de 9 y sa- 
tisfait. Appelons-la 9, ; nous aurons, en dilférentiant deux fois par 
rapport à /, 

I .| TU --1-'- — 2 I I [-i-(f C055 -\- — usmO co^'\f j sui du d:^ 
I /' Cfd^V d*V \ 

T- 1 I I { , , a^cos6/sin!5cos'i/ i — r-:^* sin-(/ cos-l» ) sin9^(/^'i. 
J J \dxdy • ^/v* ^ J 

Traitant le premier terme du second membre par Tinlégration par 
parties, on a 



\a i I -^^'inO cou OdOd 



■!f 






.Ï1Ï ,. 7t 



r r /d*v d^v \ 

ajoutons ce terme à la seconde ligne de (9), et nous obtiendrons pour 
somme 

On peut maintenant changer les variables et j^ en posant 
sin^/cosi; — cos(/', cos6 :- sin^ cos}', iihïOdOd\f —sin^'t/O't/y, 

et Ton en conclut par analogie et sans nouveau calcul que la partie 
restante du second membre de (9) se réduit à 

f^'tff'^^smOdOd'i. 

d'j 

Supposons encore que, pour i — o, o et sa dérivée .^ n'aient de va- 
leurs que pour un très petit espace plan situé autour de Torigine : alors 
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pour le temps / la fonction ç> n*aura des valeurs ditrérentes de zéro 
que sur la surface de l'ellipse qui a pour équation 



— ^ il- — /* 



Inlèf^ralum des équations relatives au mouvement vibratoire 

des corps solides élastiques. 

1. Occupons-nous ensuite d'intégrer les équations de l'élasticité, en 
supposant le corps homogène et isotrope. 

Les trois équations du mouvement vibratoire sont 

/ (i^u ,. d (du dv div \ id^u d^u d-u^x 

Adoptons la notation de la caractéristique A et faisons 





— --. b^y - rt*, 

P P 


puis posons 




('^0 


du dv d%i' ^*9. 
dju "^ dy "^ dz ~" dl' ' 



les trois équations (i) deviendront 

d^u . . .. d^o 

(3) .fjL^.a^^, ^i,^p 

^ ' ' dt^ dfdl* 

d-iv . . M^d^o 

—r-r - o> An* -h b^ -r-j-i ' 
dt^ dz dt^ 

En ajoutant ces équations différcntiées par rapport à oc, y, z, on a 
on en tire 
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en désignant par P et Q deux fonctions arbitraires de x, y, z. Si l'on 
pose 

on peut réduire l'équation précédente k 

(i) ^J-=(^^4-^»)A9', 

pourvu qu'on établisse ces équations entre les quatre fonctions p, y, 
P, Q indépendantes do /, 

(5) A/>4-P — o, lq~hQ—0, 

Si l'on pose, pour abréger, 

cos(3 zn sinacos'l, cosy = sinasin^, ^/a — sinar^ae/'}, 

on aura, pour l'intégrale de l'équation (/i), 

9'— / F{x -{'\fa^ -{- b^ C co^ oif y -h sjo} -hb^t cos^, z -+■ y/a* -+-b^t cos y) f r/a 

4- -^ / /(j^ -H V^^* -ï-b*t cos «, r -h v^rt* -H ^' / cos |3, 5 4- v/n*-h6* / cos y) C dfj ; 

rf^ est un élément de la surface d'une sphère de rayon égal a l'unité et 
dont le centre est à l'origine des coordonnées, et les intégrales sont 
étendues à toute la surface de cette sphère. 

5. Faisons maintenant 

do' d^ù' do' 

et substituons ces formules dans les équations (3); en ayant égard 
à (4)f nous obtenons 

d^n' d*v' d*\%' 

(7) -dF-'''^"' Hr--^'^'-'^ 7//. =«'^< 

et l'équation (2) devient 

du' dv' d\v' 
dw dy dz 
M. — t.laH. W. à 
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Considérons trois fonctions $, y;, Ç satisfaisant à des équations sem- 
blables à (7), c'est-à-dire aux équations 

et posons 

, /^/o d^ . r/C ^/: , di dn 

dz a y dx dz dv djr 

Alors u\ v\ w' satisferont non seulement aux équations (7), mais en- 
core à (8). 

Posons, pour abréger, 

et, on désignant par /i./j, /,, F,, Fa, F3 six fonctions arbitraires de 
trois quantités, nous pourrons satisfaire aux équations (9) en posant 

? - — /"F,(.r -f /^ V H- 7, z 4 r)td(j + -— //,(^ 4-/7, v -+-q,z-\- r)tdfj, 

d r d} 

n rz- ^^^ I l\(-r -}-/}, y 4- 7, - h r)fd(j 4- ^^^^^ J /A^ \- p, r 4- 7, :; 4- r)ed<j, 

K — ^^- fF^(.r -h p, y -^ q, z -h r) t d7 -\' -JT^f^ Jf^ û^ -^ Py y -h q, z -h r)( d^. 

Puis nous aurons pour //', r , tr' les valeurs suivantes : 

Les formules (G), jointes à l'expression de 9' et aux trois dernières 
expressions de m', 1»', iv', déterminent les intégrales des équations (1). 
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Cependant, bien que ces intégrales soient exactes dans tous les cas, 
elles ne peuvent servir, en général, à étudier un mouvement vibratoire 
dans un corps limité, parce que les conditions aux limites du corps 
s'appliqueraient très difficilement aux expressions trouvées. Mais ces 
formules seront, au contraire, très utiles pour étudier la propagation 
du mouvement dans un corps illimité dans tous les sens ou du moins 
dans un corps dont la surface est assez éloignée de la partie ébranlée à 
l'instant initial pour qu'on puisse s'occuper de la propagation du mou- 
vement avant qu'il ait atteint la surface. 

Supposons un ébranlement produit seulement dans une très petite 
partie E d'un corps solide. Plaçons, pour fixer les idées, l'origine des 
coordonnées à l'intérieur de E, et appliquons les formules précédentes 
et les résultats du n° 2. Nous voyons que l'ébranlement se propagera 
en deux ondes sphériques : l'une dépend de la fonction 9', elle corres- 
pond à des vibrations longitudinales, comme l'indiquent leurs compo- 
santes 

(a'-H6')^j:, w.o^)';^, K-^^')'^'. 



et elle se propagera avec la vitesse \a' -f- b- = t/ ~t^-^ . L'autre onde, 
qui correspond à u\ r', iv\ se propage sans cbangement de densité du 

corps d'après (8), et se meut avec une vitesse égale a a — \/-* Cette 
onde, ne pouvant pas se réfracter dans l'air, ne peut cire entendue. 



Vibrations longitudinales des tiges droites. 

G. Supposons une lige droite dont les dimensions de la section sont 
très petites par rapport à la longueur et qu'on fait vibrer longitudina- 
lemenl. Nous verrons que ces vibrations longitudinales seront accom- 
pagnées de vibrations transversales, mais qui seront très petites par 
rapport aux premières. 

Menons l'axe des :; dans Tintérieur du cylindre parallèlement à ses 
génératrices, et désignons par a, [î les angles de la normale k la sur- 
face du cylindre avec les axes des x et y. Soit aussi P la pression de 
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l'air exercée à la surface latérale du cylindre, nous aurons, à cette sur- 
face, 

N, cosan-TaCOsp =— Pcosa, 

TjCosa -h N,cos(3=— Pcos^, 
T, cos a + T, ces P = o, 

A cause de la nature du mouvement produit et de la petitesse de 
la section, on peut regarder les forces élastiques comme sensiblement 
les mêmes pour une même valeur de z dans toute la section. Ainsi les 
forces N,, N^, N3, T,, T^, T, peuvent être regardées comme indépen- 
dantes de X et j, et les coefficients de cosa et cos^ doivent être séparé- 
ment nuls dans ces trois équations; ce qui donne 

{a) N,4-Pi=::0, N,+ Pi:=0, T, =: T,=r: T, = 0. 

L'équation du mouvement vibratoire 



rfTj (fïi cfSz V ^**^ 



deviendra donc 



Nous avons aussi, d'après les équations (a), 

N,= a., ,)ê..(*.^) =--,.. 

En ajoutant ces deux équations, nous obtenons 

Donc la valeur de 
devient 
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En faisant Z = o et regardant P comme invariable avec 5, Téqua- 
tion {b) deviendra 

et déterminera le mouvement longitudinal. 

7. Il faudra ensuite exprimer les conditions relatives aux extrémités. 
Si une extrémité de la tige est fixe, on y fera 

iV -■ o. 

Si une extrémité supporte la pression II, on y aura cette condition 

Remarquons que Ton a 

N, ->, — — P, Tj^o; 

donc la force élastique, exercée sur chaque élément de surface paral- 
lèle à Taxe des :;, est normale à cet élément. 

//, V sont très petits par rapport à w. En eflet, nous avons supposé 
que, à l'origine du mouvement, on a sollicité la tige par des forces pa- 
rallèles à Taxe des z. Si, par exemple, la tige a un axe de symétrie, il 
sera facile de maintenir cet axe pendant le mouvement suivant Taxe 
des :;, en admettant que la tige soit parfaitement homogène; alors //, r, 
qui sont nuls sur Taxe des z, seront extrêmement petits en dehors. 

Si Ton néglige P dans l'équation (c), elle devient 

du dv ). div 

du- dy ~~ /. -r- fx dz ' 

elle exprime que la dilatation longitudinale est accompagnée d'une con- 
traction transversale et détermine la contraction superficielle de la sec- 
tion. Cette contraction est exactement celle qu'on obtient quand on 
allonge la tige par un poids, comme nous avons vu (Chap. II, n^ i). Le 
coefficient du second membre de (e) représente le coefficient d'élasti- 
cité E divisé par p. 
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Inlégration de l'équation (e), 
8. Posons 

et nous aurons l'équation 



— 'i)" -r-. > 



qui est celle des cordes vibrantes. Pour avoir une solution simple de 
cette équation, posons 

iV -- (\sillA3 -h 13 COS/l w) ces Ci) /j^ 

Si la tige a ses deux extrémités tixes 2 = o, 5 — /, on a 

IJ =r o, h=z —, 

en désignant par n un nombre entier; c'est le cas de la corde vibrante, 
et Ton obtient ainsi 

. , nnz (jifinl 
(i) »r — A suj — y~ cos — j — . 

Si la tige a ses extrémités libres et qu'on néglige P et II dans l'équa- 
tion (/); on aura 

-7-1=0 

dz 

à ses deux extrémités, et l'on en conclura 

(2) a rrr A COb — y— COS -. > 

en désignant par/^ un nombre entier. 

Enfin, si l'extrémité 5==o est fixe et l'extrémité z = l libre, on 
aura, n étant encore entier, 

,^, ..(an-hOûs w (2/14-1)7:/ 

( 3 ) u' 1= A sin ; cos ; . 

^ 2/ 2/ 
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Dans les formules (i), (2) et (3), on peut remplacer A cosojA/ par 
l'expression plus générale 

(4) Aoosri)/i/-t Csin&)/i/. 

Ensuite, la solution générale est représentée par une série qui est 
la somme d'une infinité de solutions particulières, telles que (i), (2) 
ou (3), où Ton change seulement Acosco^/ par l'expression (4), et 
Ton déterminera les coefficients A et C de cette série, en supposant 

que Ton se donne w et -r- pour / = o. ( Voir I**^ Volume de ce Traité : 

Cours de Physique malhématique^ Chap. I.) 



Vibrations longitudinales des lames droites. 

9. Une lame droite est une plaque plane d'épaisseur très petite et 
constante, dont les grandes faces sont des rectangles égaux et dont les 
quatre autres faces sont rectangulaires sur les premières. De plus, nous 
supposerons qu'on fait vibrer ces lames parallèlement au plan qui est 
perpendiculaire à la largeur de la lame. 

Les expériences des physiciens prouvent qu'on peut facilement pro- 
duire ce genre de mouvement vibratoire, pourvu que la largeur soit 
notablement plus petite que la longueur. 

Occupons-nous d'abord du mouvement vibratoire longitudinal de la 
lame. Il se déduira de celui de la plaque (Chap. VI, n° 9), en suppri- 
mant une des dimensions transversales. Plaçons l'axe des z suivant la 
longueur de la lame, et désignons par ir la vibration longitudinale; 
nous aurons l'équation 

Les conditions aux limites sont les mêmes pour une lame ou pour 
une tige, soit que les extrémités se trouvent encastrées, soit qu'elles 
soient libres. Si donc on pose 

T-î : — — '^ » 

( A -4 2 IJL ) p 
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ii suffira de changer to en to' dans les formules du numéro précédent 
pour obtenir celles qui sont relatives au mouvement longitudinal de la 
lame. 



Comparaison de la théorie du mouvement longitudinal des tiges 

ei des lames avec V expérience, 

10. Les physiciens ont vérifié que, pour des lames suffisamment 
minces, l'expérience est parfaitement d'accord avec la théorie. Strehkie 
employait des lames dont l'épaisseur était de 4"" et dont la longueur 
variait entre i"* et i'",3, et les physiciens, qui se sont occupés après 
lui du mouvement vibratoire des lames, ont adopté pour ces deux di- 
mensions des grandeurs analogues. 

Par exemple, pour une lame libre à ses deux extrémités, qui pro- 
duit le /i'*™* son longitudinal, on vérifie par l'expérience que les nœuds, 
c'est-à-dire les endroits pour lesquels w est nul, sont donnés par la 
formule 






> 



in 



OÙ k est un des nombres entiers o, i , 2, ...,/* — i . 

On vérifie aussi que la hauteur du son ne dépend pas de la largeur 

de la lame, et qu'elle est donnée par l'expression — ^• 

11. Quand, au lieu de lames très minces, on emploie des tiges libres 
aux deux extrémités, on trouve ordinairement que les deux nœuds ex- 
trêmes sont plus rapprochés des deux bouts que ne l'indique la for- 
mule (a). Cela provient de ce que le mouvement vibratoire longitu- 
dinal est accompagné d'une pression variable de l'atmosphère sur les 
bases de la tige et qui n'est pas négligeable. Donc, dans la formule (/) 
relative aux extrémités (n*' 7), il ne faut pas regarder II comme nul; 
mais il faut lui supposer la même période qu'à la vibration. 

Nous avons donc à résoudre l'équation 
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avec cette condition aux deux extrémités 

(c) '"'P^' — n. 

Occupons-nous de former une solution simple. 

Le milieu de la tige doit être un nœud ou un ventre de vibration. 

Mettons l'origine des coordonnées en ce milieu, en faisant z = z -\ — 
Si c'est un nœud, nous pourrons poser, pour la solution simple, 

{ri) iv —Ds\ n h z' cos (m) ht 

et, si c'est un ventre de vibration, 

(e) tï' = I)cos/i5'cosci)/i/. 

Après avoir fait cette remarque, il nous suffît de satisfaire à la con- 
dition (c) pour z' = -' Posons, pour cette extrémité, 

— 11 = Kcosu/i/; 

n doit être proportionnel à la vibration longitudinale qui s'y trouve. 
D'après cela, si la vibration est donnée par la formule (d), on aura 

(/) K = />Dsin^^ 

p étant un nombre qui ne dépendra ni de la grandeur, ni de la durée 
des vibrations, et qui doit être regardé comme ayant une valeur déter- 
minée pour une tige donnée. On déduit ainsi de la condition (c) 

(g) ù}^phcoi- —p; 

telle est l'équation qui détermine les valeurs de A dans la formule (d). 
Supposons ensuite la vibration fournie par la formule (e); nous de- 
vrons prendre de même 

If n ^' 

K = pvcos— y 

M. — Élast. II. 3 
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p ayant la même valeur que dans la formule (/), et la condition (c) 
donne l'équation 

(A) /iw^plang— — — /?, 

pour déterminer les valeurs de A. 

12. Comment les nœuds se modifient par suite des pressions exercées 

par l'atmosphère aux extrémités de la tige. — Lorsque l'on néglige ces 

pressions, on a /? = o. Dans le premier cas, on a l'équation {g\ qui 

se réduit à 

ht 

COS — =: O, 
2 

et l'on a 

. . . (2/i-f-i)7r 

(m) /« = — 



/ 



n étant un nombre entier. Supposons ensuite que p ne soit pas nul, 
mais très petit, l'équation {g) ou 

/ V , ht p 

{n) /icoi— = 



w'p 



aura des racines peu différentes des expressions {m). Or le premier 
membre est nul pour les valeurs (m), il est décroissant aux environs 
de ces valeurs données à h\ il est donc positif pour des valeurs de h 
un peu plus petites; donc les racines de l'équation (/i) peuvent 
s'écrire 

(2/H-i)7r 
n— - -^- £, 

£ étant une très petite quantité positive. 

Les nœuds correspondent aux valeurs de s' données par l'équation 



dont on tire 



sinA^'zzzo, 



, kr: 

mm — 

(2/1 H- i)7r 

— ? ' 
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en désignant par k un nombre entier. Il en résulte que tous les nœuds 
se sont éloignés du nœud du milieu, ce qui est conforme à l'expé- 
rience. D'ailleurs la dislance de deux nœuds consécutifs est la même 
dans toute la longueur de la tige. 

Considérons ensuite le second cas où h est donné par l'équation {k) 

(f/) ^tang— ^— '^ 



2 a)*p 

Si/7 est nul» h est donné par l'équation 

. /// 

sm — zzo 

2 

OU 

2 m: 



(/•) h- 



l 



en désignant par n un nombre entier. Si p n'est pas nul, mais très 
petit, l'équation (q) a des racines très peu différentes des valeurs pré- 
cédentes. Le premier membre de (q) est une fonction croissante 
de h dans les environs des valeurs de h données par (r), et, comme il 
est nul pour ces valeurs, il est négatif pour des valeurs un peu plus 
petites. On en conclut que les racines de l'équation (q) peuvent s'écrire 

. 2/171 

£ étant une petite quantité positive. 
Les nœuds correspondent aux valeurs de z données par l'équation 

coshz' — G, 

dont on tire 

, (2A- -h 1)7: 



k étant un entier. On en conclut que la distance entre deux nœuds 
consécutifs est la même sur toute la longueur de la tige et que, par 
suite de la pression de l'atmospbère aux extrémités, tous les nœuds 
se sont éloignés du milieu de la tige. Ces faits sont conformes aux ex- 
périences. 

On peut vérifier que, si l'on désigne par X le double de la distance 
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de deux nœuds consécutifs et par T la durée de la vibration, on a 

> = wT; 

nous verrons plus loin que o) représente la vitesse du son dans la 
tige. 

Solution générale du problème précédent, 

13. Cherchons maintenant d'une manière générale le mouvement 
longitudinal d'une tige droite, frappant l'atmosphère à ses deux ex- 
trémités; nous supposons que l'on donne les circonstances initiales 
d'après les équations 

On peut décomposer V(z') en deux fonctions : l'une F, impaire 
en 5', l'autre F^ paire; on peut faire de même pour 9(-'); on a ainsi 

F = Fi4-F„ 9 = 9,-+- 9j. 

Considérons séparément les états vibratoires correspondant aux fonc- 
tions impaires en 5' et ceux qui correspondent aux fonctions paires. 

Soient deux états vibratoires simples donnés par les expressions 
impaires en z' 

iv =/ (D cosw/i/ -h E sinw/i^, 
c^i=/i(Di coscoAi/ -h Ej sinci)/ii^), 

en posant, pour abréger, 

/:= s\nhz\ /j — sin/<iz'. 

Les fonctions w et m^, satisfont à l'équation 
et l'on en déduit ces deux équations 



^ + /« V = o, ^ + A»/, = o. 
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Kn combinant ces deux équations, puis inté^^rant le résultat de o 
a -1 on a 



( 



.;-.=,_(>/,--. [/,,^-/fl];- 



L'expression entre crochets est nulle pour la limite z = o, et sa va 
leur pour la limite supérieure - est 



2 



h sin -^ cos /il sin — cos — — siii — sm — h col /«i col — ) 

2 2 2 2 2 2 \ 2 2 / 



Or, d'après l'équation (^) du n'* il, on a 



hl , /i,/ p 

h cot — '— h. cot — =: -^ ; 

2 2 C»)*p 



on en conclut la formule 



(a) f'/Adz'-O, 

•/a 



D'après cela, pour la partie de i^état vibratoire qui correspond aux 
fonctions F, et ç,, nous poserons 

W -.- ^„fn{Dn cos &)/<„/ -h E,| silICO^;,/); 

le nombre entier n indique le rang de la racine h de Téquation («), les 
racines étant rangées par ordre de grandeur croissante, ci/n repré- 
sente sinA„3'. 
Alors les conditions initiales nous donneront 

2rtD„/„— F,, (ùlnhnEnfn- - ?i. 

D'après la formule (a), si nous multiplions ces deux équations par 

/„ et si nous intégrons de o à -y tous les termes, sauf un, dispa- 

raitront dans le premier membre, et nous en conclurons les coefti- 
cients D„ et E„. 

On calculera de même la partie du mouvement correspondant aux 
fonctions F^ et ç^. 
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Vitesse du son dans un corps solide cylindrique indéfini. 

14. Si, à rextrémité 3'une très longue tige cylindrique, homogène 
et isotrope, on produit un choc normal k la hase, il en résultera au- 
près de cette base un mouvement vibratoire longitudinal qui se pro- 
pagera dans toute la tige et qui fera entendre un son à l'autre extré- 
mité. 

L'équation du mouvement longitudinal est (n" 8) 



dt^ ^ " -d-j ' 



où Ton a 



'^-\J\ 



Mettons la solution de l'équation (i) sous la forme 

et supposons, pour plus de généralité, que, à l'instant initial, 
l'ébranlement soit produit à une distance quelconque des extrémités 
et entre deux plans très voisins perpendiculaires à la longueur de la 
tige. Alors, d'après ce qu'on a vu (n" 1), le mouvement se propagera 
dans la tige en deux ondes de sens contraire perpendiculaires à la 
tige et avec une vitesse égale à 



Telle est donc la vitesse de propagation du son dans une tige cylin- 
drique. 

On a trouvé précédemment, pour la vitesse de propagation du son 
dans un corps solide isotrope indéfini dans tous les sens, l'expression 



<3, ^'^. 

qui est plus grande que celle de la vitesse précédente. Au contraire, 
la théorie donne la même vitesse de propagation du son dans l'air 
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penfermé dans un tuyau cylindrique et dans l'air supposé indéfini 
dans tous les sens. 

Il est aisé de donner la raison générale de cette différence entre les 
corps solides et les gaz. Quand on étudie la propagation du son dans 
un gaz renfermé dans un tuyau, on suppose ordinairement que les 
parois sont absolument rigides, de sorte que les déplacements longi- 
tudinaux des molécules du gaz ne sont pas accompagnés de déplace- 
ments transversaux. Cela n'est pas absolument exact, car les parois 
éprouvent de petites vibrations transversales qui doivent diminuer 
d'une très petite quantité la vitesse du son dans Tair du tuyau. En 
général, la vitesse du son dans Tair d'un tuyau diminuera d'autant 
plus que la matière du tuyau sera plus élasticyie. 

D'autre part, concevons une tige solide cylindrique et très élas- 
tique, remplissant complètement un tuyau de parois très peu élas- 
tiques (comme si la tige était en plomb et le tuyau en fer); la tige 
ne pourra presque pas vibrer transversalement, et le son se propagera 
à très peu près dans cette tige comme dans un solide élastique in- 
défini de même matière. 

15. Le coefficient d'élasticité E d'un corps solide {voir Chap. II, 
n*^ 4) est égal au rapport d'une traction qui tire un cylindre de cette 
matière, dont la hauteur et la section sont égales à l'unité, à l'allon- 
gement qu'il produit dans ce cylindre. Prenons pour cette traction le 
poids du cylindre; il est égal à ^g, g étant l'accélération due à la pe- 
santeur. Désignons par £ l'allongement correspondant du cylindre; 
nous aurons 

et la formule de la vitesse de propagation du son dans le corps con- 
sidéré 

peut s'écrire 



0> 



£ peut aussi être considéré comme la contraction éprouvée par une 
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tige horizontale de cette substance, d'une longueur égale à i", sous 
l'influence d'une pression exercée sur les bases et égale au poids du 
prisme; et alors la vitesse de propagation du son dans une tige indé- 
finie de cette substance est égale à la racine carrée du quotient de g 
parla quantité e ainsi définie. 

Ce théorème a été énoncé par Laplace {Annales de Chimie^ 2* série, 
t. m, p. 162); mais il n'a déduit cette vitesse que par analogie avec 
celle de la vitesse du son dans un gaz, sans la démontrer et sans re- 
marquer qu'il s'agit de la vitesse linéaire du son dans le solide. Chiadni 
avait déterminé expérimentalement cette dernière vitesse par les vi- 
brations longitudinales des verges, en prenant le rapport d'une lon- 
gueur d'ondulation à là durée de la vibration, et Laplace, comparant 
la vitesse du son, qu'il trouva dans le cuivre jaune par sa formule, à la 
même vitesse obtenue par Chiadni, reconnut que l'accord était satis- 
faisant. 

Mais c'était seulement par la théorie de l'élasticité que cette question 
pouvait être convenablement étudiée. Aussi Poisson est-il le premier 
qui ait trouvé les formules qui donnent la vitesse du son dans un corps 
solide indéfini ou dans une tige indéfinie. Il a donc obtenu les for- 
mules (2) et (3), dans lesquelles il faisait toutefois X = [ji. 

Vitesse du son dans une plaque plane indéfinie. 

16. Nous avons trouvé (Chap. VI, n° 9) pour les équations du mou- 
vement longitudinal d'une plaque plane homogène et isotrope 

cl^u (Pu , , . d^v p (Pu 

d^v d-r d^u p d^v 

''dy^-^d^-'^^^-^'^d^y-^di}' 

Écrivons-les de la manière suivante : 

p d^N , d /du d{'\ cPu d^u 

JI 'W ~'^ ^^^dJ^\di'^d^)~^ dx^ ^dy^' 

p (Pv __ . d /du r/iA fPv d^v 

^ dï^ '^^ ^^^dy\di'^d^)~^'d7* "^57»* 
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Adoptons les notations 

p p ajc^ ay 

Cl posons 

. . du dv d'^^ , 

^'^ dx'^ dj ^lû}'' 

les deux équations du mouvement deviendront 

\ dl' dxUt^ 

Nous allons intégrer ces deux équations. Différentions-les respecti- 
vement par rapport à a? et j, et ajoutons; nous aurons 

dt^ -^^ ^"^^dt^' 
ou, en intégrant deux fois, 

ç, et 9^ étant des fonctions arbitraires de x et y. Posons 

et nous pourrons choisir les fonctions y , et y^, de manière que l'équa- 
tion précédente se réduise à 

(3) ^-(A«-f-X')A^. 
Faisons maintenant 

dW d^ 

(4) M = W -h (/i« -h A«) 5^, r -- i'' -t- (/i' -h X«) -T^- 

En nous servant de (3), nous obtiendrons, pour les équations (2), 



(5) 


^"' HA f 


^''' A» Ai' 
dt* "^ ^' • 


M. — ÊUitt. II. 







i 
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et, pour l'équation (i), 

,^. du' dv' 

Ainsi, d'après les formules (4), les composantes m, v de la vibration se 
composent de deux parties ; les premières u\ v' correspondent, d'a- 
près (6), à un mouvement qui s'effectue sans changement de densité; 
et les secondes parties de m et i' donnent lieu à un mouvement vibra- 
toire dirigé suivant les lignes de propagation. 

Les équations (3) et (5) sont de même forme; nous avons déterminé 
leurs intégrales (n® 3). D'après ce que nous avons vu, un ébranlement 
produit en une partie extrêmement petite de la plaque ne se propagera 
pas en deux ondes de largeur extrêmement petite, mais il s'étalera en 
une certaine manière à l'intérieur de deux cylindres normaux à la 
plaque, dont les rayons croissent proportionnellement au temps et sont 

égaux à A/ et à \l/i^ -h k^i. Ainsi le mouvement longitudinal, qui seul 
donne un son, se propage avec une vitesse égale à 



v'Â» 



-s/\ 



4fx(X-f-fx) 



(X4-2fx)p 

En résumé, la vitesse du son a les valeurs suivantes 



suivant qu'il se propage dans un solide indéfini dans tous les sens, ou 
dans une plaque indéfinie, ou dans une tige indéfinie. Ces vitesses sont 
rangées par ordre de grandeur, en commençant par la plus grande. 



Moiwement transversal d'une larne. 

17. Une lame étant définie comme précédemment (n" 9), les équa- 
tions de son mouvement transversal se déduiront immédiatement de 
celles de la plaque; il suffira de regarder la vibration transversale w 
d'un point de la surface médiane comme ne variant qu'avec une coor- 
donnée X, dirigée suivant la longueur de la lame. 
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Donc la vibration w satisfera à Téquation (Chap. VI, n" H) 

^^^ dJ^ "^ (À -f- 2fX)p "^Tû^^'^' 

Si les extrémités sont libres, on aura les conditions aux limites 
et, si les extrémités sont encastrées, on y aura 



(y) ir-o, -.- :-o. 



div 
djT 



Jacques Bernoulli était arrivé pour la lame élastique à des équations 
de cette forme, en admettant que le moment des pressions supportées 
par une section perpendiculaire à Taxe par rapport à la ligne médiane 
de la section est proportionnel à la courbure de la lame. Euler a en- 
suite intégré l'équation (a) en ayant égard aux conditions aux limites. 

Pour simplifier l'écriture, posons 



(>4-2|jl)p 3 ' 



et l'équation (a) deviendra 



d'^iv . . d^ \v 



18. Lame libre. — Considérons d'abord le cas où la lame vibre en 
ayant ses deux extrémités libres. Posons 

(b) ivrri Psînm*A/, 

il en résultera l'équation 

dx' 






et les conditions aux limites seront 



^P r/»P . , 

-r--r=0. -r-ï"0 p0Urx=O el JC=:l^ 

dx^ dx^ 



2S 



chapithi: vu. 



/étant la lonj^iioiir de la lame, l.'intéi^ralc dp r('M[iialion on P (*?t 

A, B, C, D étant des constantes. 

D'aprf'S les deux conditions ponr.r — o, on a 



I) r», c V, 



et, (ra|)ri\s h's deux anlces 



\{ ^'wi/nl ; siiili////) J>(cos;??/— cosh;///), 
\( -eus//// r eosli//?/) U{ sin//// — sinh////). 

i^n exprimant A et B an moyen d'nne antre constante II, nous aurons 

A - C z H(coslw??/- cos ////), 
n ^:3i I) ~ ll(siiw;// — siiih/;^/), 

et nous ol)tenons, pour Téquation (jni détermine m, 

s'wx^ni/ — siii'Mw?// 4- (eos/«/ losli ////)- -o 

OU, en simplifiant, 



(^•) 



cos//// eosh mi — i - <>. 



Au lieu de l'expression (//), prenons maint(Mianl Texpression plus 



générale 



en faisant 



V —. X'ainjnx - B'cos//îa' -^ A'sinli//i.r H B'coslw//./', 



t nous aurons évidemment 



V ^ ir B 
H "îï' 11" II' 



en désiti:nant par H une nouvelle constante. Donc l'expression précé- 
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(lente de iv deviendra 

(d) iv— U(IIsin//i'A/-hircosm«^/), 

en posant 

l zrz (coshml — cos ml) (sin nijr h sinh//ijr) 
~ ( sinh//i/ - sin/«/) {cosnijr -t- coshmx). 

Nous obtenons de la sorte une solution simple. La solution la plus 
générale sera la somme d'une infinité de solutions simples et sera re- 
présentée par la série 

les quantités m étant les racines de l'équation (c) rangées par ordre 
de grandeur et H;„, H'^, étant des coefficients qu'on déterminera par 
les circonstances initiales. 

On démontrera facilement que, si Ton désigne par U et iJ' des valeurs 
de U correspondant à deux valeurs de m, on a 



/ 

«/il 



VV'djc-o, 



en s'appuyant sur les conditions aux limites; cette équation n'est d'ail- 
leurs qu'un cas très particulier d'un théorème sur les plaques (Chap. VI, 
n^ 11). Si a l'instant initial on a 

il en résultera 

lH'„,V„,=/{x), 2H„.m«U,„ = F(x). 

Multiplions ces deux équations par U„ et intégrons de o à /, nous au- 
rons H'„, et H;„ par ces deux équations 

H;« f \]\dx^ f f{x)dx, m«H^ f \}ldx^ f F(x)dx. 

19. Occupons*nous de la résolution de l'équation 

(c) cosmlcoshml — i = o. 



'io CHAPITRE VII. 

On a 

COU ml 1=: I — 



2 ' 2.J.4 2.J.4..J.6 

ros \\mi - I -j -—T -1 r—, ^- A — ... : 

>« 2 . .> . 4 2 . ,^ . 4 . .■> . o 

(i»r suite 

ro?/7i/COSh/w/ --- { I ^o— / -: TT—, z -r- — -i ■ • I 

* 2.3.4 2.3.4. ..8 2.3. ..12 ' 

\ 2 ' 2 . 3 . 4 . 5 . 6 "^ 2 . 3 . . . I o 
2/n*/* m'/» 2/w'/» 



2.3.4 (2.3.4)' 2.3. ..8 

2 2 . 3 . I . ••) J) 



Si donc nous posons 
Téquation (r) deviendra 



a a* 



5.6.7.8 5.6.7.8. ..13 

La plus petite racine de cette équation est 

a 1 - 2002,25. . . . 

Pour tous les sons, même pour les plus graves, on peut réduire très 
approximativement Téquation (c) à 

cosm/ = o, 
dont on déduit 

f f\ ^_(2/i4-i)7r 

(/) m.- -^ -, 

n ayant les valeurs 1,2,3, 

Posons 

3(X-+-2fx)p ~^ ' 

en général, la durée Tde la vibration et la hauteur N du son dans l'état 
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vibratoire exprimé par (d) seront données par la formule 



I -j m^b m^p£ 

1 2 TT 2 TT 



et, en adoptant la formule très approchée (/), 

il en résulte que les hauteurs des sons varient pour une même lame 
comme les carrés des nombres impairs 3, 5, 7, . . ., et que, quand on 
passera d'une lame à une autre faite de la même substance, les hau- 
teurs des sons correspondants varieront proportionnellement aux épais- 
seurs et en raison inverse des carrés des longueurs. 

Si Ton n'estime pas la formule (/) suffisamment approchée, on po- 
sera 

fnl=: -i- 0, 

2 

et Ton substituera cette expression dans (c) pour obtenir la quantité S; 
on en conclut immédiatement 

a-(_,)«-Hi_- -- 

, ( 2 /* -i- I ) TU 

cosh ^^ 

2 

20. La/ne encastrée à une extrémité et libre à l'autre, — Si la lame 
est encastrée à l'extrémité 5 = o et libre à l'autre, on verra, comme 
précédemment, que l'expression du déplacement dans un mouvement 
vibratoire transversal simple est 

w = [](Hs\nm^bi -r- ll'cosm^bl), 

en posant 

U =: (cosh/n/-+-cosm/) (sinmx — sinhmx) 

— (sinhm/-h sin/w/) (cosmx — coshmj:), 

m étant une quelconque des racines de l'équation transcendante 

(^^) ces m/ cos h //i / -h I =r o. 

La solution la plus générale s'obtiendra comme précédemment. 
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D'après le calcul qui a été fait ci-dessus pour former Téquation (c), 
nous obtenons, pour l'équation {g), 

2.i5.4 2.3. ..8 

en posant encore 4^^*/* = a, et sa plus petite racine est 

« = 49,449 — 

En donnant à p la même valeur que ci-dessus, nous avons encore, 
pour la hauteur du son. 

Les racines de l'équation (g), à partir de la seconde, seront encore 
données approximativement par 

, ( 2 /i -h I ) TT 

cos/w/=io ou mz=- , , 

2l 

n ayant les valeurs o, i , 2, 3 Ensuite on obtiendra, pour valeurs 

plus approchées des racines m, 

. ( 2 /i -H I ) TT 
2 

En laissant de coté le son le plus grave, les hauteurs des sons sui- 
vants, produits par une verge encastrée à une extrémité et libre à 
l'autre, seront entre elles, à très peu près, comme les carrés des nom- 
ores o, 3, y» • •• 

21. Lame appuyée, — Une extrémité de la lame sera simplement 
appuyée, si la ligne médiane de cette extrémité étant fixe, la lame peut 
tourner librement autour de cette ligne. 

Il en résulte qu'on aura d'abord, à cette extrémité, 

(a) w^o; 

il faudra de plus que le moment des forces élastiques autour de la ligne 
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médiane soit nul ou qu'on ait 



/ Ni Z dz :=r. o, 



et, d'après ce que nous avons vu (Chap. VI, n*" 15), cette condition à 
l'extrémité se réduit à 

Considérons le cas où les deux extrémités de la lame sont appuyées. 

En posant encore 

tv3= Psinm*^/, 

l'équation du quatrième ordre à laquelle satisfait (v devient 

et, d'après (a) et (^), nous avons ces conditions aux extrémités 

Nous pouvons remplacer ce système d'équations par un autre plus 
simple, à savoir par l'équation indéfinie 

et par la condition prise à chaque extrémité 

P = o. 

On voit facilement, d'après cela, que l'axe de la lame vibrera comme 
une corde, mais que les hauteurs des sons, au lieu d'être entre elles 
comme les nombres i, 2, 3, . . ., seront entre elles comme les carrés de 
ces nombres. 

En regardant chaque extrémité de la lame comme libre, encastrée 
ou appuyée, on obtient six cas d'états vibratoires. Nous avons seule- 
ment traité trois de ces cas; d'après ce qui précède, on traiterait sans 
difficulté les trois autres, et nous ne nous y arrêterons pas 

M. — FJast, II. 5 
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Comparaison de la théorie du mouvement vibratoire des lames 

avec V expérience. 

22. Nous avons dit précédemment (n® 10) que la théorie des vibra- 
tions longitudinales des lames s'accorde bien avec l'expérience. Nous 
avons alors supposé que ce mouvement vibratoire n'était accompagné 
d'aucun autre. Effectivement, si la lame est très rigide, comme si elle 
est en acier, et si l'ébranlement longitudinal qui lui est communiqué 
n'est pas grand, on peut facilement ne faire accomplir à la lame que 
des vibrations longitudinales et même ne lui faire rendre qu'un son 
simple. 

Cependant il n'en est pas toujours ainsi à cause du fait général sui- 
vant : Si, dans un corps solide, il existe deux modes différents de vibra- 
tions produisant le même son, on ne peut produire l'un sans que 
l'autre ait lieu en même temps. Mais il y a plus; la même chose a lieu 
quand les deux mouvements vibratoires ne sont pas à l'unisson, mais 
en sont très rapprochés. Ce fait est la principale cause de la difficulté 
des expériences. 

Ainsi, les expériences prouvent qu'en voulant faire vibrer une lame 
longitudinalement, on produit le plus souvent un mouvement trans- 
versal de la surface moyenne de la lame. Ce second mouvement, qui 
est d'autant plus accentué que la lame est plus mince, peut provenir en 
partie d'un petit défaut d'homogénéité de la lame. Réciproquement, 
si, par un coup d'archet transversal, on produit le second mouvement, 
il sera accompagné du précédent mouvement longitudinal. 

Souvent, en faisant vibrer une lame longitudinalement, on obtient 
un son à l'octave grave du son longitudinal. Ce son plus grave provient 
certainement de vibrations transversales, et on le fait disparaître en 
diminuant un peu la longueur de la lame, de manière qu'il n'y ait plus 
un son transversal à l'octave grave du nouveau son longitudinal de 
même rang que le précédent. 

Les physiciens ont reconnu que l'on peut faire vibrer facilement les 
lames, de manière que leur état vibratoire soit indépendant de leur 
largeur, comme nous l'avons supposé. La largeur n'est pas prise extrê- 
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menient petite, comme Tépaisseur, mais on la choisit notablement 
moindre que la longueur. 

On a vérifié par l'expérience que, lorsqu'une lame vibre transversa- 
lement dans les circonstances examinées n*^* 18-21, les hauteurs des 
sons simples croissent pour une même lame, comme on l'a trouvé 
par le calcul. Ces hauteurs varient aussi d'une lame à une autre 
de même substance avec l'épaisseur et la longueur, comme nous 
avons vu. 

Nous ne nous arrêterons pas à la détermination des racines de 
l'équation 

qui donne les lignes de nœuds. Cette détermination a été faite par 
Seebeck dans les six cas indiqués à la fin du numéro précédent, et il 
suffirait maintenant de vérifier les valeurs de ces racines. Les lignes 
de nœuds ainsi déterminées ont été conformes à l'expérience. 

Remarques sur les mou^'emenis vibratoires transversaux des plaques 

rectangulaires. 

23. Si l'on considère une plaque rectangulaire à bords libres, la so 
lution simple, satisfaisant a l'équation aux difi^érences partielles rela- 
tive à tous les points de la surface moyenne, et satisfaisant, de plus, 
aux conditions des bords, est très difficile à déterminer et n'a pas en- 
core été obtenue. 

Si deux lames de même matière et de même épaisseur, ayant les 
longueurs / et /', produisent un même son, une plaque rectangulaire 
de la même matière et de la même épaisseur, ayant les deux dimen- 
sions /et /', pourra produire simultanément les deux états vibratoires 
des lames, soit avec la même phase, soit avec une phase différente 
de T.. 

Des physiciens ont voulu regarder, d'après cela, les états vibratoires 
simples d'une plaque rectangulaire comme (a superposition des états 
simples précédents des deux lames. Mais, d'après la théorie mathéma- 
tique, de tels mouvements vibratoires d'une plaque rectangulaire ne 
peuvent se produire que dans des cas très particuliers, et ce qui 
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prouve bien qu'on les obtient rarement dans l'expérience, c'est que 
les états vibratoires, qu'on a crus de cette espèce d'après leurs lignes 
nodales, donnent ordinairement un son plus élevé que ne le seraient 
les sons des mouvements vibratoires composants, tandis qu'il devrait 
avoir exactement la même hauteur. 



Propagation d'un mouvement vibratoire transversal dans une lame 

indéfinie. 

24. Supposons une lame de longueur infinie et proposons-nous d'in- 
tégrer l'équation de son mouvement transversal 

d^iv , . d^ w 
dt^ Ujo^ 

Posons 
cette équation deviendra 

En introduisant une fonction auxiliaire/?, nous pourrons remplacer 
cette équation par les deux suivantes : 

. . div d^p I — dp d^w I 

En ajoutant et retranchant ces deux équations, on obtient 

d{\v -\- p) _d^{sv -\- p) I d{w — p)_ ci^i^w — p>^ 

lit ~ 5? ^~'' 'dl ~- 5F^ ^~'- 

Posons 

M^ = H -h S, /> z= R — S, 

et ces deux équations deviendront 

rfR d^W , — ^ rf'S r- • 
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L'équation aux dilTérences partielles 



admet pour solution particulière 



du 
dt 


d^ii 
^dx^ 


ère 






v/ 



comme on peut le vérifier. On en conclut, pour les équations (3), ces 
solutions particulières 



3«v - i 3'v^ i 

sjt \Jt 

et Ton a par suite, pour les équations (2), ce système de solutions 
particulières 

»r — |{ -h S — -^ ( A cos r — H sin -T- ) > 

/; R S — - ( A sin f- -1- B cos 7- |v— i . 

\Jt\ 4^ 4V 

Si, désignant par a une constante, on change - en r — a, on obtient 
cet autre système de solutions particulières 



w — — . A cos -^^ — 7 — ' B sm ^ — 7 , 

y/L 4^ 4^ J 

/>=:-, A sm ---/T-^ -^ B cos — y-~^ V 
\'t\. \t 4^ J 



I . 



Faisons varier a, ainsi que A et B, par degrés infiniment petits, et 
faisons la somme de toutes les solutions particulières ainsi obtenues, 
nous aurons 

i"=^ii/^"^'"'~47-^«";^-i/(«)^»"-4— ^^' 

(4) 1 ^ 

en désignant par/(a) et F(a) deux fonctions arbitraires. 
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Changeons de variable en posant 
et nous aurons, en remettant x à la place de ^, 

/;:-2y/— I / /| -^ -i-'iyy// jsin<7*f/y -h^v/— I / ¥ (-^-h2q^t\cosfj^dq. 

On déduit aussi, pour -^-> d'après la première équation (2), 



dt 



- — —1 I fi - p \-'iq\rt\ Sinq^dq — ^ / ¥"1 -^ -h27v/ï ] COSq^dq. 



Supposons ensuite que, pour/ ^ o, on se donne les valeurs de w 
et -vr et qu on ait 

. V dsv . , , 

{v=zr-,(^x), TTJ "^^'^^ pour tz-o. 

Comme on a 



I cosq^dq:^J sin7^^7--=:^y/j, 



les conditions initiales donnent 



,3, /(^)-n^i)= va''"- 

et déterminent les fonctions/et F. 

25. Supposons que, pour/ =o, on imprime à la surface moyenne 
de la lame un mouvement transversal compris entièrement entre 
x = — z et X = -{- z. Posons 



ONDES SONORES ET VIBRATIONS DES TIGES. 3ç) 

et l'expression (4) de w pourra s'écrire 



»r 






Or, par hypothèse, ^[x) et $(:c) n'ont des valeurs qu'entre x= — t 
et 0- = -h î; donc, d'après les équations (5), les fonctions /( ^- j et 

F ( -^ j n'ont des valeurs qu'entre a' — — e et a' = -h £ ; on peut donc 
prendre — e et -i- e pour limites de l'intégrale, ce qui donne 

11'—--^ / /{-_)cos , r- — doL — / F( -- I sin--7-r- — doL. 

Supposons maintenant remplies les conditions suivantes : la dis- 
tance X, à laquelle on veut déterminer le mouvement au temps /, est 
très grand par rapport à la longueur 2e de l'ébranlement initial, et l'on 

prend, de plus, le temps / très grand par rapport à -, • 

Alors les formules se simplifieront. En effet, dans ce cas, les arcs 

rr ^ - et * ,- différant très peu, il en sera de mémo de leurs sinus 

.| bt i\bt * 

ou de leurs cosinus. On aura donc, d'une manière très approchée. 



\v — - 



.. (OS , ,- I f[ -,.-. I doL sin T-r- / r 1 - - I aa. 

Pour obtenir -^> faisons subir la même transformation a l'expres- 
sion de/?, et nous aurons 

-^_sin/, ^ / /{-%\doi ^c'os,--.- / F( — )<fa; 



p\^-\ 



puis, en différentiant deux fois par rapport à z, nous obtiendrons 



'dt 
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Extinction du mouvement d'une lame vibrante, 

26. En général, quand un son simple diminue d'intensité jusqu'à 
s'éteindre, il conserve constamment sa hauteur. On peut considérer 
ce fait comme prouvé par l'expérience. Cependant on peut aussi le 
démontrer dans un grand nombre de cas. Considérons en effet un 
corps élastique, tel que les sons simples les plus graves qu'il puisse 
rendre différent sensiblement. Les états vibratoires correspondant à 
ces sons peuvent être produits avec des intensités arbitraires. Si le 
corps est soumis à un de ces états vibratoires simples, comme la durée 
de la vibration ne peut varier brusquement en passant k celle d'un 
autre son, elle demeurera constante jusqu'à l'extinction complète du 
son. 

D'après cela, cherchons à tenir compte de l'extinction du mouve- 
ment d'une lame qui vibre transversalement ou longitudinalement. Si 
le son produit est simple, non seulement la hauteur du son, mais 
aussi les nœuds do la lame restent constamment les mêmes, tandis 
que l'intensité du son diminue. 

Quand on ne tient pas compte de l'extinction du mouvement, on a, 
pour l'équation du mouvement transversal, 

en posant 

a -— -c ■ — • 

A 4- 2/JL 

Introduisons ensuite une force X, qui éteint le mouvement; nous 
aurons cette autre équation 

en désignant maintenant par w' le déplacement transversal. Posons 

%v' z:^ ue~y\ 
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(Ml désignant par y une quantité positive, et Téquation (2) deviendra 

/a^e* d'^ii d'il du , \ v/ v 

Pour qu'on retrouve l'équation (i), il faut prendre pour X celte 
expression 

on trouve, en effet, 

y. a s} d^ Il d*tt 

et d'ailleurs les conditions aux limites, auxquelles satisfait la fonc- 
tion u, sont les mêmes que celles auxquelles la vibration (v satisfait 
dans un état vibratoire qui ne s'éteint pas. 

De la sorte, les hauteurs des sons et les nœuds de la lame sont exac- 
tement les mêmes que si le son ne s'éteignait pas ; ce qui est conforme 
à l'expérience. 

Exprimons X au moyen du déplacement ^v' et de sa vitesse —.-* 

Nous avons 

div' du 
' dl dt ' 

au moyen de ces deux équations éliminons u et -,- de l'expression 
de X et nous aurons 

27. On peut faire un calcul tout semblable pour le mouvement 
vibratoire longitudinal. En désignant par w le déplacement longitu- 
dinal, nous avons trouvé 

rf* iv d* w 

^-dT^-'-^d^' 

En tenant maintenant compte d'une force Z, qui produit l'extinc- 
tion, on aura, pour ce déplacement représenté par w\ 

^-dF-^'-^^n:^^ 



42 CHAPITRE VU. 

Faisons encore 
et, en prenant 

iP) ^ = -2yp-y- -yV«r', 



nous aurons 



dt 



—j-r ^= lli -7 — I 

' dt^ d.v* 



On en conclut que le déplacement longitudinal se trouve simple- 
ment multiplié par c"^' par suite de l'extinction. 

X et Z ne sont pas de véritables forces, ainsi qu'on peut le dire en 
général des forces de frottement. Ces quantités prendraient une signi- 
fication plus claire par l'application du principe des vitesses virtuelles; 
mais il parait inutile d'insister sur ce point. 

En Thermodynamique, on montre que, en comprimant la lame sui- 
vant sa longueur, on développe de la chaleur et que, en l'étirant 
suivant sa longueur, on abaisse sa température. On voit effectivement 
queZ change de signe à chaque demi-vibration; mais, d'après la for- 
mule (/?), Z dépend de w' et de -^j c'est-à-dire que, lorsqu'il y a 

mouvement vibratoire au lieu d'une simple compression ou d'une 
simple dilatation, l'accroissement de température positif ou négatif de 

la lame varie non seulement avec iv\ mais aussi avec -^• 

Des remarques semblables peuvent être faites relativement au mou- 
vement transversal de la lame. 



Vibrations transi^ersales d*une corde dont on tient compte 

de la raideur, 

28. On étudie généralement les mouvements vibratoires d'une 
corde, en la supposant parfaitement flexible. C'est ce que j'ai admis 
quand j'ai traité cette question dans le premier Volume de cet Ouvrage 
{Cours de Physique mathématique). 

Néanmoins les fils qu'on fait vibrer n'ont pas généralement la flexi- 
bilité des membranes. Cherchons donc quelle correction nous devons 
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faire subir à la théorie habituelle pour tenir compte de la rigidité d'un 
fil fin, de cuivre par exemple. Pour cela, nous assimilerons le fil à une 
tige droite fixée à ses extrémités et tendue à Fétat naturel suivant sa 
longueur. 

Plaçons Taxe des z suivant l'axe de la corde, mettons l'origine des 
coordonnées à une extrémité et désignons par / la longueur de la 
corde. 

Supposons une tige circulaire. Les équations qui donnent les dépla- 
cements transversaux w, v de cette tige, supposée en équilibre et sou- 
mise à une tension T, sont 

az^ dz^ dz^ dz^ 

en désignant par X, Y les composantes de la force extérieure et en re- 
présentant par A* la quantité EX^a (Chap. V, n° 20). 

Passons ensuite aux équations du mouvement vibratoire, en négli- 
geant les forces extérieures; nous ferons ainsi 

et nous obtiendrons 

d^ti _X^_A!^ r/M' _ T d*v A' d^v 

dt* ~ 'p dz* '^ ~p ~dz^' dl* ~'p dz* "'^ dz^' 

Ces deux équations étant toutes semblables, il nous suffit de considé- 
rer la première. Posons 



T A* 

i=aS ^^?\ 

P P 



Cette équation deviendra 



d^ii ^d^ Il ^^ d^ Il 



29. Appliquons maintenant cette équation à un fil métallique, nous 
aurons d'abord 

u -- o pour z et z — i. 
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et si nous supposons le fil assez mince pour que Tinclinaison du fil 
p4iisse varier aux extrémités, ce qui peut être vérifié par l'expérience, 
nous pourrons considérer les moments des forces élastiques comme 
nuls en ces extrémités et, par suite, nous aurons 

^- — o pour 5 — cl z — L 

Posons, pour obtenir une solution simple, 

u = y cos/i^ 
et nous aurons Téquation 

avec les conditions aux limites 

{c) 'j — o, -j-^ —O pour z — oQiz — L 

Nous pourrons satisfaire à l'équation {b) et aux conditions (c), en 
posant 

<") a-^ - *- 

k étant une constante. Nous aurons ainsi 

et l'équation qui reliera h ei k sera 

Posons 

nous aurons, d'après l'équation (r/), 

y = Csiny^ -+- C cosy^, 
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et nous n'avons plus qu'à satisfaire à la première condition (c) aux 
deux extrémités, ce qui donne 

C — o, y ^ -^- , 

n étant un nombre entier. 

/i nous sera ensuite donné par l'équation (r), et, par conséquent, 

nous aurons, pour la hauteur du son N — -^> la formule 



N - 

2 



W"-"-!^''- 



Tif;es vibrant transversalement, 

30. Nous avons vu (Chap. V) que la théorie donnée par KirehhofT 
pour déterminer les équations différentielles de l'équililire et du mou- 
vement des tiges minces est peu rigoureuse. Cependant le cas où elle 
parait le plus susceptible de donner des résultats très approchés est 
celui où la tige est droite et sa déformation très petite. 

Pour soumettre à l'épreuve les résultats de cette théorie, nous allons 
nous borner à considérer une tige à section circulaire, et nous en cher- 
cherons le mouvement transversal en opérant d'une manière plus ana- 
lytique. 

Plaçons l'axe des :; suivant l'axe de la tige et désignons par w le dé- 
placement transversal suivant l'axe des x de chaque point de l'axe de 
la tige. Nous avons, suivant la théorie de Kirchhoff (Chap. V, n'*23), 

l'équation 

d'il Ex^(i^ii_ 
dt^ "^ p dz' ~^' 

en désignant par E le coefficient d'élasticité, par p la densité et par x^ 
le moment d'inertie de la section par rapport à l'axe des y divisé par 
la section. On a d'ailleurs une équation semblable par rapport à l'axe 

des V. 

» 

Dans le cas où la section est circulaire, on a x= > en désignant 
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par £ le rayon, et Téquation précédente peut s'écrire 

^ ' dt^ 4(A-+-fJL)p dz^ 

Nous allons donc examiner si, en employant des considérations dif- 
férentes de celles deKirchhoff, nous retrouverons encore l'équation (a) 
pour le mouvement transversal. 

Calcul de Poisson pour déterminer le mouvement transversal 

d'une tige de section circulaire. 

31. Nous allons exposer le calcul de Poisson, mais en supprimant 
l'hypothèse X = [jl qui était faite dans ce calcul. 

Supposons d'abord que la verge soit fléchie et en équilibre d'élasti- 
cité. On peut regarder comme nul le déplacement des points de l'axe 
suivant sa direction; on a donc n^ = osur l'axe, c'est-à-dire pour^ = o, 
y = o, quoi que soit z. Par suite, on a, en les mêmes points, 

div 

dz 

Pour tous les points de la tige, nous avons les équations 

^1 ^ <^t _ _ Y 

dx dy dz ^ ' 

dï, d^, dï, _ 

r/Tj dX^ dS^ „ 



d.r dy dz 

pX, pY, pZ étant les composantes de la force extérieure par unité de 
volume. 

L'axe des z étant placé suivant l'axe de la tige, adoptons des coor- 
données polaires et posons 

J7 rr: /• cos 6, yz=zrs\nO; 

est donc l'angle avec l'axe des x de la normale extérieure à la surface 
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latérale du cylindre. Exprimons que les forces élastiques sont nulles 

sur la surface latérale qui correspond à r = £, et nous aurons ces trois 

conditions 

/ N, cosÇ-+-T3sin6:-3o j 

(2) ' T3COS5 4- Nj sinO = ' pour /• — £. 

f T,cos(/-hT, sin^=io » 

Multiplions la première équation (i) par rrfr^O et intégronsder = o 
à £ et de = o à 27:; nous aurons 



Or nous avons 



~j— — -7— cosy .7 > 

d\\ cfW . , dï^ cosO 

-^ — -^ sniO H- -.7- , 

dy dr a') r 



el, par suite, 






. ^T, 



^:jjL\rdr 



— / - — ^ /• r/r H- / ( ^/ sm !; ^ -77^ ces (? ) c/r. 

Intégrons par parties la première intégrale du second membre ci appli- 
quons la première condition (2); nous aurons 

I — — j-^ = rdr~-— I (N, cos9-+-T, smO)c?r, 

et, en substituant dans Téquation précédente, 

Si Ton intègre cette équation par rapport à de o à 27:, le second 
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membre s'annule, et il reste 



Ï7C ^E 






^N, ^Ï3 



4- -,- )rdrdO^=zo; 



dx dy 



d'après cela, Téqualion (3) se réduit à 



ÏTC ^,£ /»Jir ^£ 



/ Xprdrd6=- / ^rdrd9. 



On déduit de même de la seconde équation (i) 



.î« x^£ . .^îw ^e 



Dans ces deux dernières équations, développons sous le signe d'in- 
tégration par rapport aux puissances de a; et j; nous aurons, par 
exemple, 

Xpr dr dh 



f f 



lîir /-.£ 



y J rdrdO^p-h p(^ cosO ^"1^ sïney- 



/d-\ ,^ d^\ . ^ , d^\ . ,A rn 

p( -p— cos*t? -+- 2 -, — T- sin&cosy h — j-r sin'^ ) — I 
^ \ dx^ dx dy dy^ / ^ J 

X et ses dérivées dans le second membre étant pris pour ^r = o, y = o. 
D'après cela, les deux équations précédentes deviennent 

1 ^ 8 V^o:* ^(r' )~~ d^ o \e/x«^5 "*■ dy^dzp 



(4) 



( ^ 8 V^^-^ ~^ dy' )~' dz "^8 V^a;*û^5 "^ dy-dz) 



OÙ l'on doit faire a? = o, j = o. 

32. Revenons aux conditions (2). Considérons, par exemple, la troi- 
sième. Développons les forces élastiques suivant les puissances de a? 
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et j, puis faisons 

nous obtiendrons 

o ~ T, sin0 -h ( -T-^ sindcosd -f- -p-^ sin'0 je 

-f- ( -^— j- cos'ôsinG -4- 2 -T — ^ sin'ôcos^H- -t-~ sin'ôj- 

-h T, COS0 -h (^ cos«{?-+- ^ sin9cos9^£ 

-f- ( -^-;^ cos'0-+- 2 cos*Osin0 -4- -tV cos9sin«0j-f 

équation où il faut faire a: = o, y = o dans T,, T^ et leurs dérivées. 
Remplaçons sin'O et cos'O par sinO — sinOcos^O et cosO — cosOsin'ô. 
Alors, dans cette équation, les coefficients de sinO, cosô, sin*0,cos^ô. 
sinOcosO, sin^OcosO, sinOcos'O doivent s'annuler séparément; ce qui 
fournit les égalités suivantes, dans lesquelles il faut encore faire a? = o, 
r = o : 



(5) 



T, 


d^T, £» 

df^ 2 " 


= o, 


rfT. 
djc 


dT, 


S 




rf*Ti 


^T. 




dx^ 


dy^ 






> • 



e/T, ^, 

dxdy ' 
dx* ' r/^* dxdy 

Si Ton procède de même pour les trois conditions (2) en négligeant 
les termes en i^, on obtient les équations suivantes, où il faut aussi 
faire a: = o, j^ = o : 

T, = o, T._o. -^=0, ^=0, _+__o; 

,„, , „ -, dSt dT, rfN, . «nr, 

(6)lN.= o. T. = o. ^=0, ^=0. _H-_=o; 



-, <fr, rfN, rfT, rfN, 



M. — //Mf. II. 
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On a ensuite, pour les expressions des forces élastiques, 

-. ,^ . du ^ dv . dw 

-. ^du ,. . dv . dw 

>, = X^ + (X + 2^)^ + X^-, 

-, ^ du . dv div 

^---^^rfi^-^^S^ + ^^ + 'f^^rf^' 

_ /dv div\ _, /dw du\ -, /du dv\ 

Portons ces expressions dans les équations (6), en nous rappelant 
que w est nul sur l'axe, et nous obtiendrons ces équations qui doivent 
avoir lieu pour x = o, y = o : 



(«) 



dv dw dw du du dv 

dz dy ' dx dz ' dy dx ' 

. du dv ,. . du . dv 

d'^v d*w d^w d^u 



dy dz dy* dx* dxdz 

d}u d^v d*u d*v 



(P) 



dxdy dx* ' dy* dx dy 

^ d^u ,^ ,d^v ^ d*iv 



dxdy dy* dydz 

.^ .d*u ^ d*v ^ d*w 

d* V d* w d*u 

dx dz dx dy dy dz ' 



; ^ d*u d*u ,. . d*v ^ d*w 

^d*v d*v ,. ^ d*u ^ d*w 

Les équations (a) peuvent s'écrire ainsi : 



(«) 



dw 
dx 


du dw dv 
dz dy dz ' 


du 


dv du dv 
dy "* dy dx 
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Ces équations ont lieu quel que soit ;;; différentions donc les trois 
dernières par rapport à z, et, en nous servant des deux premières (P) 
et de la première (y), nous aurons 

,,^ d^^v d^iv d^w 

Nous déduirons aussi des deux premières équations (a) 

d}w _^ d^u d}ir d^v 

^^'^ drdz '" (fz^' d^Tz' "d^' 

enfin les troisième et quatrième (^) donnent 

fl^ u _ r/* i' e/* i' _ d^u 

' dx dv " djc^ ' dv dy dr* 

Portons ces quatre dernières expressions dans les deux dernières 
équations (p) et dans les deux dernières (y), et nous obtiendrons 

^d'^u ^ d^u ^ d*u ^ d* u . ^ .d^u ^d}u 

Nous en tirons 

d*v X(X-t-/jL) r/'r ^i' _ — c^fxX rf'c 

puis nous obtenons 

d*u '21x1 d^v d^v a[xX d^u 

^•^ ^ dx d}' X' -h ôfxX H- 2fjL* <i^* ' dx dy ~ >.' -h 5|jlX 4- 2fx* ^5' 

33. Reprenons les deux équations (4) et faisons-y, d'après les deux 
premières équations (5), 



dz dx^dz 2 ' dz dy"^ dz 2 
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et nous obtiendrons ainsi 

- Y . - !!£ /^^ ^ ?^^ - L' (£li^ - ^ ^'T, \ 

En différentiant par rapport à a? la troisième équation (i) et en nous 
servant de la dernière équation (5), nous obtenons 

_ rfZ _ 6/=N3 __ d^ d}T, _ 3 ^T, _ i d^ 
^ dx dx dz dx^ dx dy a dx^ a dy'^ 

On a de même 

_ dL _ rf'Ns _ e/«T, d}T, __ 3 d^ _ £ d}l^ 
^ dy dy dz dx dy dy'^ a dy^ a dx^ 

En remplaçant les seconds membres des équations (7), d'après les 
deux dernières équations, on a 



^ P 8 \dx^ "^ dy» "^^^^t/s/^ 4 dxdz^ 

P 8 V^"^* <K' dydzj "" 4 <r^5« 



On a ensuite 



dx ~~ dx* dxdy ^^dxdz* 



et, en remplaçant les dérivées du second membre d'après (c), (e), 
(/), nous aurons 

et, en substituant dans la première équation (8), nous aurons l'équa- 
tion qui détermine u. 

34. Si Ton suppose que, au lieu de l'équilibre, il y ait mouvement 
vibratoire et qu'il n'existe aucune force extérieure agissant sur la 
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tige, on fera 

pour x = o,y = o^ et l'on aura ensuite 






^X e/«X_ >(X-pL) ^*// ^^Z _ d'à 

dx^ '^ dy^ "" X* 4- 5fxX -+- 2fjL« ^3» ^^«' ^x </:? ~" dz" dt*' 

donc la première équation (8) devient 

d^u g'p X»+ uXfX4-4f^' d^u fx(X«-+- 3X/JL -h/JL*) ,^^« _ 

Si nous différentions cette équation deux fois par rapport à z, nous 

obtiendrons une expression de p ,^, , , qui renfermera £* en facteur, 

et, en la substituant dans l'équation précédente, nous obtiendrons des 
termes multipliés par e\ qui pourront être négligés. Nous obtenons 
ainsi, pour le mouvement transversal, 

, ^ d*u , X*-+-3aX -4- a* d^ u 

et une pareille équation dans laquelle u est seulement remplacé par v^. 
Ces équations sont différentes de celles du n^ 30; mais, dans le cas 
particulier où X = [jl, l'équation (9) devient 

d^u 5 /JL ^d^ u 

et s'accorde avec l'équation en u de ce numéro. 



Autre méthode pour déterminer le mouvement vibratoire transs^ersal 

d*une tige circulaire. 

35. Nous allons encore résoudre le problème précédent d'une autre 
manière. Posons de nouveau les conditions aux limites (2) du n® 31, 
nous en conclurons, en négligeant des termes en e^, les équations (a), 
(?)» (ï)» ^^ ensuite les équations (a), (6), ..., (/); puis nous em- 
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ploierons l'expression du travail 

où l'intégrale triple s'applique à tout le volume de la tige, et nous ap- 
pliquerons le principe des vitesses virtuelles. 
On a 

^ du di' ^ dw 

d.r ^ dy dz 

et, d'après les équations (a), on a 

du di' div 

En développant donc 3^, 3^, ?j. suivant les puissances de x et v et 
remplaçant x et y par rcosô et rsinO, nous obtenons 



c\ = 






Jy = I ( -;i-;- 1 cos 9 4- (^) sin9|r-h 

Nous avons 

rfc dw dw du 

ces quantités sont nulles pour r=o, et, en employant les deux pre- 
mières équations (P), nous obtenons 






• > 



Nous avons vu (n" 32) que 



'y 



"^^ rfJ' rfF P"""" '"^^ 
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sont nuls ou, plus exactement, de l'ordre de £-; donc T3 et gj.^ sont de 
Tordre de £-, et g],^, qui est de Tordre de t\ peut être négligé dans 
l'expression de rf . 

En employant les formules (c), {e), (/), les formules des dilata- 
tions deviennent les suivantes 

^ IÇk -\- ix) d^u ^ 2ulX d^v , ^ 

*^r" îi — ^1: i :7-T''cosy-i- ^- — V-Y-'- — :;-i-rrsm9. 






où il faut faire r= o dans les dérivées secondes de u et ^. 
D'après la troisième égalité (6), on a 

Si l'on suppose connus w et ^ pour r — o, la quantité ^, — ^ » pour 

r=: o, ne sera pas déterminée d'après les formules du n® 32. Mais, si 
l'on pose 

du dv 

les valeurs de toutes les dérivées du premier ordre de m, ç, w seront 
déterminées, au moyen de ^S -7^> pour cette valeur de r. En effet, en 
négligeant e', on a alors 



du dv 

dx •'' dy '*' 


dw 

dz °' 


du dv div 
dy ""' dx ""' dx 


du dw 
dz ' dy 



, , pour r = 0. 
dv 

dz 

L'égalité (/) exprime que la tige n'éprouve pas de rotation autour 
de son axe. Supposant donc que cette rotation n'a pas lieu, on voit 
que les dérivées qui entrent dans les expressions (^) de gy^, et g-,^ sont 
nulles; ainsi Ton a 

^rs=o, gzx^=^o. 
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Nous avons ensuite 



3i + D« + Dî = |^-^^^,_^-J__JL. + ,J [^(^_ j ^.cos«9 + (^^ j /-«sin^Cj 

dont le dernier terme disparaîtra dans # par l'intégration par rapport 
à 0. Nous avons de même 

36. D'après cela, posons 
l'expression 

^ = - m/// W + 3? + 3| + ^ (5* + 3r -t- ^«)*] '^ '''• dB dz 

deviendra 

^ = -lxnfrf('^yr'drcos*6dôdz 
- HVL r f f (^y r'dr sin* 9 de dz 

et, en intégrant par rapport à r et 0, 



^ 



= _^„HiY(g)'rf.-H7rH^y(gyrf-', 



Nous avons ensuite, pour l'équation du principe des vitesses vir- 
tuelles, s'il y a équilibre, 

(£/) o^d^-h f f fp{\du-^Yèv)rdrdedz^ f f(Edu'^Gii^)rdrd9, 

en désignant par X et Y les composantes, suivant les axes des x ei y 
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(le la force extérieure, et par E, G les composantes, suivant ces axes, 
(le la force appliquée en chaque point des bases. 
Nous avons 

la première intégrale devient, par l'intégration par parties, 

rd'-it d^du , d}u ddii dUi . rd^u ^ ^ 

j d^-d^'^'-^-'lî^ dz -d^^''^J'd^''''^'^ 

et la seconde intégrale se transforme de même. 

En égalant à zéro les coefficients de 8u et Sv sous le signe d'intégra- 
tion par rapport à z dans l'équation (//), nous aurons pour l'équilibre 

£» d^u 
£* d^r 

— UH - -y-r -h pY =0, 

' 2 dz^ ^ 

Nous en déduisons, pour le mouvement vibratoire de la tige, en sup- 
posant qu'il n'existe aucune force extérieure, 

„ £' d^ u d* Il 

En égalant à zéro dans (//) les coefficients de eu et de -^ ^^ de- 
hors du signe d'intégration, on aura ces conditions aux extrémités 

Les équations (t^), relatives au mouvement transversal d'un point 
quelconque de l'axe de la tige, sont différentes de celles qui ont été 
données par Kirchhoff; elles différent aussi de celles que nous avons 

M. — Pilait, II, 8 
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obtenues par la méthode de Poisson. Mais, dans le cas particulier où 
X = [JL, on a H = |, et les équations (^) se confondent à la fois avec 
celles de Poisson et celles de Kirchhoff. 



Explication des contradictions précédentes. 

37. Montrons maintenant pourquoi le résultat du dernier calcul doit 
être seul admis et expliquons comment la méthode de Poisson peut 
conduire à un résultat différent. 

Remarquons que l'expression du travail ^, de laquelle je pars, est in- 
contestable. Cette formule renferme les dilatations D et les glisse- 
ments g\ je montre que les glissements g sont du second degré par 
rapport à e, en sorte que leurs carrés doivent être négligés. Je montre, 
en outre, que les dilatations renferment t en facteur. Ce calcul est très 
aisé à suivre et ne laisse pas de doute sur l'approximation. Je n'emploie 
pas les équations (5) du n° 32, mais seulement les équations (6). Ces 
équations (6) sont toutes obtenues avec le même degré d'approxima- 
tion, degré qui nous suffit, et elles fournissent des équations compa- 
tibles entre les dérivées de w, s^, sv pour a? = o, j = o. Le reste s'ensuit 
facilement. 

Il s'en faut de beaucoup que le calcul de Poisson présente la même 
clarté. Les deux premières équations (5) sont obtenues avec une ap- 
proximation qu'il n'emploie pas dans d'autres équations semblables. 
Les deux dernières équations (5) proviennent du terme en e^ dans la 
troisième équation (2), tandis qu'il ne considère pas les termes en t^ 
dans les deux premières équations (2). 11 y a donc quelque chose d'ar- 
bitraire dans le choix de ces équations, el, si l'on prenait toutes les 
équations semblables à celles qu'il adopte, il y aurait incompatibilité. 
On comprend donc que le calcul de Poisson puisse ne pas conduire aux 
équations cherchées. 

Dans le cas où X = [jl, cet accord de résultats, provenant de trois mé- 
thodes différentes, indique que les équations (ç^) du mouvement vibra- 
toire sont obtenues avec un plus grand degré d'approximation. 
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Dilatations linéaires produites dans la flexion d'une tige circulaire. 

38. Soit M un point quelconque {x^y.z) de la tige et soit Mo sa 
projection (o, o, z) sur l'axe. Désignons par w, v les déplacements du 
point M suivant les axes des x,y et par Wo» ^o 'es mêmes déplacements 
pour le point Mo- L'accroissement géométrique de MM© aura pour pro- 
jections M — Wo» ^ — ^0 sur les axes des x et v. La projection de cette 
longueur sur le rayon sera 

u — (m — £io) cos^ 4- (f — i>o)sin9, 

et sa projection sur une perpendiculaire au méridien sera 

X = — (" — i/o)sîn9 4- (p — i'o) COS0. 

Nous avons ensuite 

du I fd^u . d^u d^u ^\ 

dv i fd^v ^ d}v d}v A 

les dérivées du second membre étant prises pour x = Oy y = o. For- 
mons u; au lieu de x et y^ mettons rcosG, rsinO, et remarquons que 
la partie multipliée par la première puissance de r est nulle; nous au- 
rons 

r^\d'u ,. / d'à d^v\ .... 

'j — —\ -r— cos'ô-h 2-j — -p- 4- j— r icos'&smô 
lydx \ dxdy dx^ ) 



(d}u drv \ ^ . ,, d}v , ,^1 



et, en remplaçant les dérivées secondes de u et i^ d'après les formules 
du n°32, 

X(X 4- fA)cos'g-i- 2fJLXsin*6 d^u . 
X*-i-5fxX -h 2fjL* dz* 



=?[ 



>(X-hfx)si n«9-^2fjLXcos'9 e/«t^ . ,"1 

• > » ^ ^ ■» . - Slll V I • 

X«H-5fJLX-h2]JL* c/5« J 
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On calculera de même y, et Ton trouvera 

_ du /•' 2fxXcos^Q- h(— X*-t-3fjLX)sin'gcos0 drv 
^-~~~' dy "" 1 X'-+- SfjiX-h a/JL* dz^^ 

r^ (— X» -4-3 jui)Ocos'0sîn 4-2 jULXsin'0 c?*^ 

On peut maintenant calculer facilement les dilatations linéaires. En 
effet, la dilatation linéaire suivant le rayon est égale à ^; la dilatation 
linéaire suivant la normale au méridien est 

'^'~7dQ'^ y 
et, en remplaçant /, et u, on obtient 

X(fjL-+-X) sin'0cos0 4- 2|jlXcos*0 cf*^ 

2/jLXsin*0 -H- X(fji -H >^) sinôcos'ô d^v 
/* . 



X*4- 5[xX4- 2/JL* dz^ 

Nous avons ensuite 

dw rffv é/a <ip 

dx dy ^ ~dz dz •^' 

et nous en concluons, pour la dilatation longitudinale, 

dw d^u d^ç 

d^-'~d^'^~dz^^' 

On voit que, dans le plan des xz et, par suite, dans un plan quel- 
conque passant par Taxe, cette dilatation est proportionnelle à la cour- 
bure de la projection de l'axe déformé sur ce plan, et cette dilatation 
conserve la même grandeur en changeant de signe, quand x eiy chan- 
gent de signe. 

39. Calculons encore la somme des moments des forces élastiques 
qui s'exercent sur une section droite par rapport à une droite menée 
dans la section et par le centre. 

Les forces qui s'exercent sur une section droite sont T^, T,, N, res- 
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pectivemcnt suivant les axes des x^ y, z. Les forces N^ sont seules a 
considérer dans le calcul des moments cherches. Désignons parN', la 
force Ns pour un point quelconque de la section, en conservant la no- 
tation Ns pour cette force lorsque x ety sont nuls. Nous aurons alors 

XT' XT ^^S ^'^S 

Nous avons 

djc dx* dxdy ^ dxdz^ 

et, en remplaçant les dérivées du second membre par leurs valeurs 
(n® 32), nous aurons la première des deux formules semblables 



dx 


Q 


dfu rfN, ^d}v 
rfs» ' dy ^ dz* ' 


ec 

Q 






Nous auroDs donc 






n; 


N, 


^/d'u d'v \ 

^{dz^'^-^dz^yy 



La somme des moments des forces N', sur toute la section, par rap- 
port à Taxe des x mené par le centre de la section, a pour valeur 



.\. = f f ^^yrdrdO—f f N.r'sinôrfr 



de 



en faisant a = u&^. On a de même, pour le moment par rapport à Taxe 

des j', 

., .. e^ d*u 

Dans la théorie de Kirchhoff, le coefficient Q est remplacé par 

^(3À-h2 fz) 

té -=■ ? > 

A-h/Jt 
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("ro/îr Chap. V, n" 8^. Le plus ordinairement, le rapport - est compris 

entre i et 2. Pour A = a, les deux coefficients Q et E sont égaux; poor 
A = 2a, le plus grand Q diffère du plus petit E de ~ de sa valeur. 
Entre ces deux valeurs de X, la différence entre Q et E est plus petite 
que ^ de Q. 

On voit aussi que, lorsqu'une tige est droite et de section circulaire, 
les formules du Chapitre V pourront y être appliquées avec rigueur, 
pourvu que Ton remplace la quantité E par la quantité Q que nous 
venons d'obtenir. 



CHAPITRE VIII. 

ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ ET MOUVEMENT VIBRATOIRE 

D'UNE LAME COURBE. 



Nous considérerons, dans ce Chapitre, des lames courbes, homo- 
gènes et d'une épaisseur très petite, et, en général, variant d'un point 
à un autre. Ces lames seront limitées par deux cylindres très rappro- 
chés, par deux plans perpendiculaires aux génératrices des cylindres 
et par deux petites surfaces cylindriques normales aux deux cylindres 
précédents. Ces deux petites surfaces cylindriques seront dites les 
extrémités de la lame. 

Ensuite, soit qu'il y ait équilibre d'élasticité, soit qu'il y ait mouve- 
ment vibratoire, nous supposerons que les déplacements, par rapport 
à l'état naturel, s'effectuent perpendiculairement aux génératrices des 
cylindres, et de la même manière, tout le long d'une même généra- 
trice. Il sufKra donc d'étudier le mouvement dans une section droite, 
et les problèmes ne dépendront plus que de deux dimensions. 

Détermination des éléments relatifs à la figure d'une lame courbe. 

1. Les deux grandes faces de la lame sont deux cylindres, qui peu- 
vent être considérés comme appartenant à une même famille de cy- 
lindres dont l'équation ne diffère que par la valeur d'un paramètre p,. 

Un plan, mené perpendiculairement aux génératrices de ces cylin- 
dres, coupera ces surfaces suivant des courbes dont le paramètre sera 
aussi p,. Menons les trajectoires orthogonales des courbes p,, et dési- 
gnons par p le paramètre de ce second système de courbes. Désignons 
aussi par s les premières courbes et par *, les secondes. Les extrémités 
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de la lame seront d'ailleurs données par deux équations de la forme 

p =: const. 

Prenons le paramètre pi, nul sur la ligne moyenne de la section 
droite de la lame, de telle sorte que les deux courbes qui limitent la 
section aient pour équations 

e étant une très petite quantité. 

Suivant les notations du n® 1 du Chapitre IV, on a 



en faisant 



^.ç = -/ , ^5 — _l1 , 

h ht 



et, si Ton désigne par r et r, les rayons de courbure de ^ et 5,, on a 

I hi dh I h dhi 

^ ' r /i dp^ ' r, /i, dp 

Il existe une équation aux différences partielles entre h et A, que 
nous allons établir. 

Suivant ce qui a été dit à l'endroit cité, la courbure -» par exemple, 

est positive ou négative, suivant que son centre est situé du côté ou 
le paramètre p, croît ou décroît. D'après cela, considérons les rayons 
de courbure au point M des deux courbes s et s^ qui passent par ce 
point, et supposons, par exemple, ret r, positifs. 

Désignons par t ou t, l'angle de la tangente à ^ ou 5| avec un axe 
fixe, la tangente étant menée dans le sens suivant lequel croît l'arc s 
ou 5,. Nous pourrons poser 

I ^"^ _ h ^^ 

r ds ~~ dp 

I _ dxx , ^T, 

/•j ~~ ds^~~ * dp^ ' 
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puis nous aurons 



r- .1 - - • 



2 



On tire donc des deux formules précédentes 



On a d'ailleurs 



dp- 


1 

- H, ' 




d dr 



dr 



dpi rji^ 



il en résulte 



d d'z 
t/p, dp dp dpi ' 



"-^.£^^-)... 



dpi \rh/ ^p \^ 



Cette relation est également exacte, quels que soient les signes de r 
et r,, et, d'après les formules {a), on a 

('^ dp-A-k^diJ-^-d-p[M-di)'-''' 

Cette relation, remarquée par Lamé, est la seule qui existe entre 
h et A,. 

2. Afin que la figure de la lame soit déterminée, nous regarderons 
comme connue la courbe moyenne de la lame, ainsi que l'épaisseur 2yj 
de cette lame, et nous allons démontrer qu'on peut prendre pour h 
et A, des expressions de cette forme 

( A =1 -+- K,p,4- iK,pî, 

dans lesquelles K,, K^, F sont des fonctions de p seulement. 

Dans la formule ds = -^y faisons p, = o et, en désignant par s^ l'arc 

de la courbe moyenne compté à partir d'un point déterminé, nous 
aurons 

dso—dp; 

on peut donc poser 

p — .Vu. 
M. — Éiasi. n. 9 
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On a ensuite 

et, en intégrant depuis p, = — g jusqu'à p, = £, on obtient 

ce qui détermine la fonction F. 

Appliquons ensuite la formule (b); elle devient, en négligeant un 
terme en pj, 



F(- 



K,4-aKJ)4-^^[(i-HK,p,)'^^J-o. 



Égalant séparément à zéro le terme en p, et le terme indépendant 
de pi, on obtient ces deux équations 

De la première on tire, en désignant par a une constante, 

F* 

Ainsi, les quantités F, K,, Ko des formules (c) soht complètement 
déterminées. 

3. Examinons deux cas particuliers. 

Si la lame est droite, c'est-à-dire si la surface moyenne de la lame 
est plane, il suffira de faire, dans les formules précédentes, a = o; il 
en résultera en effet K, = o, et la courbure 

i -- FK,p, 
sera nulle pour p, = o, c'est-à-dire sur la surface moyenne. 
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Si, la lame étant courbe, son épaisseur est constante, on a 



c 



const., 



et l'expression que nous avons obtenue pour K, devient infinie ou 
indéterminée. Dans ce cas, nous prendrons pour les courbes s des 
courbes parallèles, et les courbes 5, deviendront droites. Nous pouvons 
faire la constante F — r, et nous aurons pour l'élément rectiligne rfy, 



cisi 






Nous pouvons donc poser p, — ^, et compter ^, à partir de la ligne 
moyenne ^o de la section droite. Désignons par u cette ligne droite 5, 
et prenons-la positive du côté du centre de courbure de l'arc s. Le 
paramètre p, croissant dans le sens de M vers 0, le rayon de cour- 
bure r de l'arc s doit être considéré comme positif (Chap. IV, n** 1). 
Désignons par h^, r© les valeurs de A, rpour 1/ = o. Aux extrémités 
de ^^o"^ï^'' (J^G- i^^)' élevons dans la section droite des normales 



s. 



Fig. 10. 





M M' 



qui interceptent sur s l'arc ds = mm' ; le point de rencontre de ces 
normales sera le centre de courbure de ds et ds^. Nous aurons donc 



/• - r. 



u, 



dso 



Tn— li 



- y 
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et, en remplaçant ds et ds^ par -f-y j-^ nous obtenons 

Dans ce cas particulier, où les formules du numéro précédent ne 
sont pas applicables, nous prendrons un terme de plus dans l'expres- 
sion de h. Nous pouvons faire Ao = i . et nous aurons 

en faisant 



Composantes des forces élastiques. 

4. Représentons les composantes des forces élastiques qui agissent 

sur la lame par ce Tableau 

A, G, 

G, Al. 

Celles de la première ligne sont les composantes de la force élastique 
qui agit sur un élément cylindrique normal à la courbe s ou apparte- 
nant à une surface p; celles de la seconde ligne sont relatives à un 
élément de surface normale à la courbe 5,, et ces composantes sont 
prises respectivement suivant les tangentes aux courbes ^ et *,. On 
suppose, d'ailleurs, qu'il ne s'exerce aucune force élastique sur un 
plan perpendiculaire aux génératrices des cylindres p et p,. 

Si l'on désigne, en chaque point de la lame, par R, R, les compo- 
santes du déplacement de chaque point suivant les tangentes aux 
lignes 5 et 5,, et par r et r, les rayons de courbure de ces lignes, on 
aura(Chap. IV, n° 5) 



. . /, e/R RA 



A|-=Xy 4- 2 






e/R, R Ri 



dû V /•, 



, ûfR , ^R, R, R 

dp rtp, /• /', 
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On peut écrire ainsi les composantes des forces élastiques 

A _j (À -h 2{x)i) -hX;),, 

A, — X^ -+-(). -h 2|Jl)^i, 



en posant 



:> = h 



dp r 






fr 



, dl\ . dn R R, 

*^p, dp r ri 



Concevons que les forces A, A,, G et les déplacements R, R, soient 
développés suivant les puissances de p,, et posons 






Aj— iil>o-+- ifî>ipi 

C : - Go -h ^iPi 



P* 
R : ^ <To -h <Ti pi -h ffj — -+- . . . , 



• • » 



R, _ To -hTiPi 

4) =: Sq -H SjPi -f- . . . . 



Expression du travail des forces élastiques. 

5. Le travail des forces élastiques qui s'effectue dans la lame, pour 
une largeur égale à Tunité prise sur la génératrice, a pour valeur 

^^-l^ff\^'-^^\-^\g'-^^(^-^\)'\dxdy, 

l'intégrale double s'étendant à toute la section droite de la lame. 

Nous supposons que l'on n'exerce aucune force sur les deux grandes 
faces de la lame représentées par p, = ± e; 6 étant donc nul sur ces 
deux faces, nous avons 

^0 -+- c, - ^ o, r, H- (?, ^ — o, 
en négligeant les termes d'ordre supérieur à e'; on a donc 



So-H^iPi- — (sj- --^»-^» 



70 CIIAPITHE VIII. 

et par suite 

^ - ^ ^ Pî - S"— Pi 

Cr — Oo-hCripi+to, '^^^ -f-. . . = — (5, ^ -H. . . 

est évidemment de Tordre £-; g est du même ordre, et l'on peut négli- 
ger son carré dans l'expression de cf. 

A, est aussi nul sur les deux surfaces p, — di e; on en conclut 

pour p, = ih £, et, en raisonnant comme nous venons de le faire, on 
trouvera que D, peut s'écrire 

le dernier terme étant de Tordre e^. Supprimant donc g et remplaçant 
?, dans l'expression de cf , nous obtenons, en négligeant seulement les 
termes en £*, 

avec 

<W- := — r • 

Emploi des conditions relatives aux deux faces d*une lame courbe, 

6. Nous avons les deux formules suivantes pour exprimer les cour- 
bures des courbes s et s^ 

I hx dh I h dhi 

r h dpx /'i hx dp 

et, selon ce que nous avons vu (n*^* 2 et 3), nous posons 

2 o 

Ih = F, 

en prenant K, nul, toutes les fois que la lame ne sera pas d'épaisseur 
constante. 
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En remplaçant h et A, par leurs valeurs dans les expressions de r 
etr^, et négligeant les termes en pj, on aura 

avec 

I _ £ ^F 

n F dp 



Calculons ensuite 



. , dH Hi 

^= h -, ï 

(h r 



en remplaçant R, R, par leurs développements (n" 1) 



r • • • j 
2 ' ■• ■ 2 



et nous obtiendrons 



0? 

t* ::^^ 3o -h 5^1 Pi -h 3j — > 

2 



en faisant 



(r) s.=^:K,~^-f-^J -FK,T, F(K,-Kî)To, 

I +(--FK,h-3FK,K,-2FKî)to. 

Calculons ensuite les expressions des forces A, et G jusqu'au premier 
ordre seulement. Nous avons 

A, -: /i> -h (>. — '.îjjl)!),, 



i-.ï-"ni T 



• •-► - 



A.— it,— »t X,. 



■C t 



it. =-,?.- -.-:, Fr 



». 



t*- = ; S — r — : ^ Ft. — ^ r. 



i -.-• 



.« 



jl; :l: f: K 



— ; 



•■ ' «* 









-?. = rr ----r¥ -.-- 



-t. =rr.-k — — — — FK.r -F K.-K-- - -^r.-- 



« •• >. 









t- = , 



ri r:a r3 •:.' !-: !•-? qi^îrt- rju^îi- r.> su v^tr^tt-s 



I*. 1*. 

1 






*:, — l. — 



c Tir, — . .— 



M<> rr^ -■; -:«t. •'Vf [•r'î\ri'A rtre r>-i:î':le> îi 



»t , = ■:, n . = ■:.. ?i = o. C^. ^ <.», 






.--ï d jÎTrnl s-r-rvir âi -v^L^iiltT «Jes quantités drjji multiplii-es 
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les priMîiicrs moml)res par leurs expressions calculées ci-dessus et ré- 
solvons les équations qui en résultent par rapport à t,, t,, Tj, a^; nous 
obtiendrons 



( /■) <yi= - 13 -i.- — K,C7o 



»o 



F 4 "^^'^ /iF' 
7. Si , «^i , Kl 



>. 4- 2 fjL F n F /i F 

^^-~F7/;r^,7F""77F^"~^^^*~^'^*~*^»^^^*^"'F 7?^' 

En remplaçant dans a^ les quantités t, et a, par leurs valeurs, on 
trouvera 

>^ , ^ , .P ... ('"A" 

l K, ^To À / I r/K, K, ^F\ 



2^ F 



lis _ A _ / ' 1*^» *^i ^U 
r/p /-h2/jL\F t/p F* clp/'^' 



En remplaçant cr, et t,, on obtiendra aussi pour les quantités (/>) 
et (r) 

c ' ^*^o _, L K- ^^0 2(X-4-jx) /rfK, KA 

!• é/p* X -h 2 [X Cfp / 4- 2 fJL * " \ ^/p /l / 

Calculons de même Tj, et nous aurons 

^ ^* ~" X-h2fX P i/p»" — ^TF» ^ ~" (À-+-2|JL)* T dp 

+ L^>::+:.^.^)« *^t ,i*F*J^''"^X4"2^\F 7/p '^/if;""*' 

Enfin, dans l'expression (d) de Sj, remplaçons t,, a,, t^j, Tj par les 
valeurs que nous venons d'obtenir en (e), (/), (g), (A), et nous trou- 

M. — FJast, n. lO 



{ 
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vcrons, par un calcul assez long. 






-h 2 fx F dp^ 



>. -• '2 IX F^ cio* À -r-2'i, F* c/p r/p* 

— — I IW I - , -+- I O'o — —^ 

/ '2l I |YK, Jii\^i 

\ >. — 2|jlF <^/o nV J dp 

. ; ">:^2^ '^^ ^p*'^pV./p; ,.,. 

>• « ^*Kt io/xX-4- i6fz» 

A 4- 2/JL F <^/p* (A 4- 2|JL)* * 

8. Dans le cas particulier de la lame courbe d'épaisseur constante, 
nous ferons (n" 3) 

126 



I 

I 
I 



''0 '0 '0 



et nous aurons 



d- 

_ X d^'s X(3X-+-4i^) ^ dfj 3X-f-4i^ I '* •i(^-»-fJ^) > ^*f 

"^ * " X -H 2 |JL ^^s^ (X-h2]jL)* r* é/p X-h2jx r^p X -h2fjL r <ip* 



2 7 /• r/r 



X-i-2/JL ^p* (X-f-2pL)* r^ \ 



X -i- 2 pi r/p é/p 

D'après cela, en posant 

dxo 0*0 

nous aurons 

^ r/jo To o ^^ 2(X 4- [l) So 

dp f-Q dp A -H 2 pi /'o 

l ^0 3>. -h4pL I dq _ 6>>*H-i4i^ ^-f-8 pL« So 



>. -1-2pL r/p* À-|-2pL To ^? (^-H2pL)* tJ 
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Equations de V équilibre ou du mouvement de la lame droite. 

9. Dans le cas particulier où la surface moyenne de la lame est 
plane, on a K, = o (n*' 3) et, par suite, on obtient 



d7ç, ^ _ I <^/*To 



S,=r 



d^ ' 

> I d^Ga 3> 4- •>>fJL I dV d-rj^y 'jl). -4-p) I V diy, 
X-i-2(jt F* dç,^ /-h'^/jL F^ do dp^ /-+-'.i]UL F do- do' 



Sj est ainsi indépendant de Tq. 
Kn posant 

filJ.(l-A- ix) 

A -h '^ fX 

on a, pour le travail des forces élastiques, 

J — ——1 avec It= ll'ydsdsi. 
Or on a 

on en conclut, pour la variation de I, 



Ol =: '^'f fUo(^ - ^- Pî) ^^0-^ (S, dSo-+- SooS,)p, 



(S,5SoH-2S,dS,4-SooS,)2^ 



F^ 



effectuons l'intégration par rapport à p, depuis — e jusqu'à -h e, et né- 
gligeons le terme en K^e', qui est très petit par rapport au premier; 
nous aurons 

ol ^- uf^ooS/-^- -t- ^f As, oSo+ îiS, 38, -+- So oS,) -[?. 
Dans les variations deSoCtS,, remplaçons S^etS, par leurs valeurs, 



*' 



.> '■ •:*-': i; ••»!*- 






. i~ 



-— . »• ♦ » 



«> * 
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10. Egalons séparément à zéro les coefficients de ôŒo et de St^ sous 
le signe d'intégration; nous aurons 

Les points dans la première de ces deux équations remplacent les 
termes qui proviennent du dernier terme de Si, et, comme So et S^ ne 
dépendent que de To, il est aisé de voir qu'ils sont négligeables. 
Remplaçons So, S, par leurs expressions, en négligeant des quantités 
très petites, et nous aurons 



(f^) 



-h pXo— o, 



I r/p\F dp 

2!!i! 1' / L f ^"\ _ ' V - 
' 3 rfp'VP do* ) F " ""' 



ainsi, dans réquilibre de ia iame, ?, et To seront donnés par deux 
équations séparées. 

Egalons à zéro les coefficients de So-o, Sto, ,-- en dehors du signe 

d'intégration, et nous aurons à chaque extrémité ces conditions 

Si, au lieu de l'équilibre d'élasticité, il y a mouvement vibratoire 
de la lame, on remplacera dans les équations (h) Xo, ¥« par 

I) étant la densité de la lame. Le déplacement longitudinal a„ et le 
déplacement transversal t„ se calculeront donc encore séparément. 
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E(juilibre de, la lame courbe d* épaisseur uniforme. 
II. On a pour U* travail des forces élastiques 



.7 .-.:- "^ C f^^dsdu^-^ ^ I, 



2 / / 2 



en désignant par u la distance d'un point de la lame à la surface 
moyenne. Si nous posons 

nous aurons 



On a ( n'' 3 ) 



I _ u 

il en résulte 



'"'LC V '-' i''''"^'" '?) '"^ (*' ^''^'~ ^)"*]''p''" 



et, on intégrant par rapport à u. 



I-:,e/[;,'..(sî-.;,S,-l^)^]rfp. 

Remplaçons dp par sa valeur ds^ (n^ 2), puis supprimons aux 
lettres s et r l'indice zéro; nous aurons 



I 2 



£ fp' ris -t- ^- f(s\ - ^^ -^pS,\ ds. 



Kn prenant la variation de I correspondant à un déplacement 
virtuel des points de la lame, on a 

ol -^ 4 £ I P op ds ~\- — "- I S, oS, cfs 

4 e* r ds 2 g* r 

- - \- j (Si op -*- /> oS, ) — -r- - .- / (Sj 0/; H- /? (5S,) r/.î. 
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Nous avons ensuite, d'après le n° 8, 

dq o.(X-H/i.) p 
as l -^ 21J. r 

Dans les intégrales qui entrent dans l'expression de ol, remplaçons 
ip, oS| par 

d Stu ^t„ >^ r/ ^7 9. ( >. -4- |UL ) o/> 
op——-r j oÎ5j~ y- -t- -^ ' -; 

' ^5 /* dS / H- i JUL /• ' 

puis appliquons l'intégration par parties, de manière à faire dispa- 
raître les dérivées de ct^ et de St„ sous le signe d'intégration. De 
plus, négligeons les termes de Si en t^p devant les termes en £/?, ce 
qui nous permettra de supprimer de ol les parties 



Nous trouverons ainsi 

^ 3 A -+- 2 |ji. r 6 as 
^ Si o<y H — ^ S, 0(7 — 4e / -j- o^j ds — l\i i -^ozds 

3 J L r a5 A -H i jJi «A* \ /• / 2 os J 

Comme au n"* 9, nous avons, pour le travail des forces extérieures 
et pour celui des forces (A, B) appliquées à chaque extrémité, les ex- 
pressions 

2ef{\od7-h\o^')ds, 2e(Aôcr-4- Bo7)i, 

et nous obtenons encore pour l'équation du principe des vitesses vir- 
tuelles 

(D ) - -- 31 -h 2£ /'(K âg 4- Y ôt) ^5 -T- 2 £ ( A ôV -h B 3t )i = o. 
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12. Dans Téquation (D) égalons séparément à zéro les coefficients 
(le oa et de ot sous le signe d'intégration, et nous aurons, pour les 
deux équations de l'équilibre, en un point quelconque de la lame. 



[^ /• r/5 1-^ 2ik ds\ r J 2 ds ] ' 



j dp oj'e' r I rfS, 
> ^ - -3- 

r ^ L ^^^ X -H 2 |ji /•* 2 r J 

En égalant à zéro les coefficients de Sa, Si, ^q en dehors du signe 
d'intégration dans l'équation (D), nous aurons ces conditions pour 
une extrémité libre 

— (si^p Sj 4- A =1 O, 

;,- -, h 13 — O, Si = O. 

ô ds 

Si, conformément à ce qui a été fait ci-dessus, nous négligeons les 
termes en i^p, nous pourrons remplacer S, et Sa respectivement par 

dg 31 -\- ^^i i dq 

ds X H- 2 juL /• ds 

et les équations (E) deviendront 

(F) r^«-^- — I ^^ A ^ 4- '^^ -^ '»^ -'i ^ H-Xt=:o 

^ ^ ds 3 \_2 {1 -h 2 iJ.) r ds- 2(X4-2jul) ^/.ç ds j ' ' 

^ 6 [^ ds^ 2(1 -h 2[j.) r ds \ 

Diflérentions l'équation (G) par rapport à s, puis retranchons de 
(F) l'équation ainsi obtenue; nous aurons 

^ ds'' r ds ds^ r* ds^ &i)*£* /• |_ ds J 

Apres avoir calculé g par cette équation, nous obtiendrons p par 
l'équation (G). 
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Connaissant/? et ç, nous aurons t et t par les deux équations 

,irx da T dz (7 

(K) -7 -p, . i q. 

^ ds r ' ds r ' 

Différcntions la seconde de ces équations et éliminons <7 et ^ entre 

Téquation ainsi obtenue et les deux précédentes; nous obtiendrons 
cette équation en t 

^ ds* ' /• ds ds ^ /•* r ds r 

Le déplacement a se déduira ensuite de la seconde équation (K ). 
L'intégration des équations (H) et (L) introduira six constantes arbi- 
traires dans les expressions de cj etT, et on les calculera par les con- 
ditions aux extrémités. Si l'extrémité 5 == o est encastrée, on y aura 
ces trois conditions 

dr 
a -0, T - :o, -r ■ o; 

as 

si l'autre extrémité 5 = /est libre ou encastrée, on y aura trois autres 
conditions, ce qui déterminera les six constantes arbitraires. 



Sur riniégration des équations du numéro précédent. 

13. Les intégrations du numéro précédent peuvent être ramenées à 
des quadratures. Pour le démontrer, prenons pour variable indépen- 
dante, au lieu de 5, Tangle 9 que la tangente à s fait avec une droite 
fixe. 

Examinons d'abord ce que devient l'expression 





d*u i dr du a 
ds^ ' r ds ds ^ r' 


Nous aurons 






d(^ 1 du 1 du 




ds r ds '~ r ê/<p 




d*u \ d^u 1 dr du 




ds^ /'* û^9* r* ds i/9 


M. - Èlast. II. 





1 1 
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et, en remplaçant dans U, nous obtenons 

D'après cela, faisons 
et nous remplacerons l'équation (H) par celle-ci : 

La solution de cette équation privée de second membre est 

Gsinç -I- C'cos9, 

C et C étant deux constantes arbitraires, et l'on en sait déduire la so- 
lution de l'équation (2) même, au moyen de quadratures. 
De l'équation (1), nous déduisons ensuite 

q -'. I ds j ^ris 
OU 

(3) q ^J'rd^J'lrd(f; 

puis on peut déterminer/? au moyen de l'équation (G). 
L'équation (L) devient ensuite 

^^ -^r^^^~^ -pr 
r/cp*- d^ ^ 

et s'intégrera comme (2). Enfin on aura a par la seconde équa- 
tion (K) ou 

dr 
<T -^ qr ■ - .^-^. 

14. /M/ne cycloidale. — Si la courbe s est une cycloïde, désignons 
par a le rayon de son cercle générateur, et par 9 l'angle de la tangente 
k s avec la droite sur laquelle roule le cercle. Nous aurons, pour 
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l'expression du rayon de courbure. 



r : 4acos9 



et, par suite, 

ds 4^0059^9. 

Ainsi l'équation (3) deviendra 

q —. i6a^ I cos9^9 / t^cos^d^ 

et, par l'intégration par parties, 

7 -: - i6rt*sin9 f 1 0059^/9 -+- 16«' / ^sin 9 0089^9. 

Lame ellipiif/ue. - Si la courbe s appartient à une ellipse ou, plus 
généralement, a une courbe du second degré, représentons son équa- 
tion par 

et désignons par ^ l'angle de la tangente avec l'axe des x. Nous aurons 

laniîo — ^ -'— • 

y 

De ces deux équations on peut tirer x et j au moyen de ^ , et l'on 

trouve 

? (3 lang9 (3 

y ï Vy i-lau{j:*9 \^y -\~ Vdng^ ^ 

puis on aura, pour le rayon de courbure et l'élément d'arc, 

,- . ?- .. .,. ->"-' -.. 

(ycos'9 ' siii*9)- (yros*9 hsiii*9)* 

L'équation {'Y) deviendra donc 

., f d-^ r cdo 

J (ycos-9 ' sin-9)*,/ (yc()s*9 î- siii*9)* 
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Dans le cas de la parabole, on a y = o, et cette formule devient 



' ^ J sin'cp J sin'cp 



ou 



^ 2 V sin«9 ^^''^'''"fcay J sin»9 2 J Vsin*9 ^ ''2/810^9 



Ko///^ cylindrique circulaire, soumise à une charge, 

15. Concevons une voûte en métal cylindrique, horizontale, d'épais- 
seur uniforme, et chargée d'une manière égale sur chaque génératrice, 
mais d'une manière variable d'une génératrice à l'autre. Supposons 
aussi que la voûte et la charge soient symétriques par rapport à un 
même plan vertical. 

Nous pourrons appliquer les formules du n** 12, en remplaçant les 
forces extérieures 2£X, 2£Y, qui agissent dans toute l'épaisseur de la 
voûte, par les composantes, suivant la tangente et la normale à l'arc s, 
de la pression H exercée par la charge. Désignons par 9 l'angle de la 
tangente à Tare circulaire s avec l'horizon. 

Soit I le point le plus élevé du cercle; l'arc s sera compté positive- 

Fig. II. 
I 



/ 






\ 




.L 



I' \ 

I 
/ 



ment, à partir du point I, de I vers A, ainsi que l'angle ç = lOM. La 
ligne 5, est comptée de M vers (n° 3); par suite, X est compté po- 
sitif dans la direction xMT et Y dans la direction MO. D'après cela, 
nous ferons 

-, _ Ilsiiî© IIcoso 

A - - ~ j \ - y 

2 c 'A S 
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n étant en général variable avec 9, et l'équation (^2) du n** 13 devient 

cP^ . 3r r„ . rf(ncos9)'l 

r étant le rayon du cercle. Si l'on pose 

3/» 



5iù)*£' 



m. 



cette équation peut aussi s'écrire 



(^) 



l4' di^' m(^ansm9~ ;^C0S9J 



16. La solution de cette équation, lorsqu'on en supprime le second 
membre, est 

{b) 7 :- H cos(p -f- W sin9 -^ U^ -\- H^ 

H, H', ir, H" étant des constantes arbitraires. Prenons ensuite l'ex- 
pression (/>) pour solution de l'équation (a), en considérant H, H', 
ir, H" comme des fonctions de 9 et appliquant la métbode de la varia- 
tion des constantes arbitraires. Posons, pour abréger. 



P - - — m ( 2nsm9 — ,- C0S9 ), 



et nous trouverons 



(e) II:L^--J*Psin9^/9, H' --t - /P 0089^/9, \\ \V d^, \V fP<pd^. 

D'après l'iiypotbcse qui a été faite sur la symétrie de la voûte, 
n est une fonction paire de 9, t est aussi une fonction paire et a une 
fonction impaire; il en résulte que 

I / dr \ 

est une fonction impaire. On en conclut que q peut se mettre sous 
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cette forme 

^ in^csinç 4- c'cp -+- COS9 / P sirKprfcp - sin9 / P cos 9 c^(p 4- 9 / P do — / P9^9, 

•/o *^o «/o *^0 

c et c' étant deux constantes arbitraires. 

Prenons les intégrales (c) entre les limites o et ç et appliquons 
l'intégration par parties, nous trouverons 



H — 1 P sin9^9 = m | nsin9 COS9 - I né/9 J , 
H' -c--/ P ces 9^9 -^ mil si n* 9 f- c, 



-i- C, 



H" -T c't- I Vd(^ ~ m n(cos9— i) — 1 nsin9û^9 

II'' — - / P9 ^9 - fn — 119 COS9 + / n (COS9 4- 9 sin 9) ^9 . 

..'0 L - J 

En remplaçant dans Texpression de y, on obtient 

Iy=csin9 i- c'9 i- /nn(sin9 — 9) 
-mcos9 / 11^9 — A?29 1 nsin9rf9 -h/ii / n(cos9 t-9sin9)é/9. 

Nous avons 

P ~ 3-; zj-: I -7^ T :7^ - — rllcoso; 

les trois premières dérivées de y conservent la même forme que si H, 
H', H", H"' étaient des constantes arbitraires; on a donc 

-? - -Hsin9 f-ircos9-f-ir', 

rï9 ' ^ 



^ 'Z II • u^ 



et il en résulte 
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17. On aura ensuite t par Téqualion 



'" * ^ ^' — y*' 



d"^ T d<i 

— -^-7 - r 
do^ d'^ 

La partie de /> multipliée par O est très petite par rapport à -,^> 
et l'on voit facilement qu'il en est de même de son dernier terme 
— ^IIcos^; on peut donc supprimer - /?rdans l'équation précé- 
dente, qui peut s'écrire 

d}x ,, 

d^- ' " <^' 

en posant 

Q — /•(CC0S9 -I c') — //ill/^i - C0S9 } -4- w/*sin9 / VLd^ - mr \ Ilsin9^9. 

Faisons 

(r) T--Kcos9-t K'sin9, 

K et K' étant deux fonctions de ç, et déterminons-les par la méthode 
de la variation des constantes arbitraires; nous trouverons 

K- -/Qsin9^9, K'-~ / Q ces 9^/9, 

et, en ayant égard à l'expression de Q, nous obtiendrons, par des in- 
tégrations par parties, 

K - -sin*9 } c'rcos9H / 

: «!/• 1 nsin9(i cos(p)rf9 -""'(■'" — -/)/ Hrfç 






I 119^9 /wrcos9 / IIsin9^9-i - / Il sin 9 0089^9, 



-, /? sinsï9\ , 

f^ mr r^ 

II (cos 9 — 005*9)^/9 -I sin*9 / Udo 



m 9 



mr 



r^ mr r^ 

sin9/ nsin9^9 ! -I IIsin*9^9. 
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La quantité/ dans K est une constante arbitraire; mais, t (levant 
être une fonction paire, K' doit être impair, et il n'y a pas lieu 
d'ajouter une constante arbitraire à son expression. 

De la formule (e) on déduit ensuite 



T.i- -{psino 1 c'r4-/cos9 f S, 



en posant 



S - mr cos<p / nsin9(i -- 0059)^9 — mr sin9 / Il 0059(1 - 0039)^9 
- — (9 COS9 — sin9) / Ud(^-\ -COS9/ 119^/9 






f^ mr i'^ mr C 

nsin9^9 -\ COS9 / nsin9C0S9d/9H sin9 / nsin'9£/9. 

Nous en déduisons ensuite l'expression de ^ > dont nous aurons 
besoin plus loin, 

dx cr • . r • Cf 

T- — — (9COS9 I sm9) /sm9 i- S , 

o— ^ — (psiiKpj na9 sm9 / 11909 

- mrsii 



avec 



/"^ mr n 

n sin9d/9 -I ~sin9 / Il sin9 0059^9 

Jf^^ mr r^ 

' ncos9(i — 0059)^/9 H COS9 f nsin*9rf9. 



mrcos , 

• 



Le déplacement tangentiel ? s*obtiendra par l'équation 

dx 

dans laquelle y et , - ont été calculés. 

18. Les équations du problème renferment trois constantes arbi- 
traires c, c\f. Supposons que les bases de la voûte soient encastrées 
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et désignons par P et — p les valeurs de ç qui correspondent aux 
points les plus bas de cette voûte; nous aurons ces trois conditions 
aux limites 

qui serviront à déterminer ces trois constantes. 
Posons 

n^9 — w(3/ nsin(3e/;3 
-4- m / n(cos|3 -t- (3 sin?) rf^, 

n(^) étant la fonction II, dans laquelle on a fait ç = p. Si Ton désigne 
aussi par Sp et S'^ les valeurs de S et S' pour ? = P, les trois équa- 
tions (h) deviendront 

cr 

— Psin(3 -h rc' 4-/cos(3 — — Sp, 

-7- ((3cosP -^ sin{3) — /sinjS =— S'^, 
csinP-hc'{3 = — Tp. 

En résolvant ces équations, nous obtiendrons 

__ — S,s? sin;3 — 83(3 cosp 4- /-Tpsin? 
^' ^ /(IS^-h^sinf^cos^ — asin»;3) ' 

c'__-i(csinp4-Tp), 

/ — — sin*[3 — rc'cosp — Spcos|3 t-S^sin^. 

Nous calculerons l'abaissement de la ligne de clef de voûte en fai- 
sant ç = o dans l'expression de t; nous trouverons ainsi, pour cet 
abaissement, 

Dans le cas particulier où la cliarge se trouve entièrement située 
vers la clef de voûte, Il n'a de valeur différente de zéro, pour ç po- 

M. — Éioêt, II. I a 



s 
« 
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sitif, que si (p est compris entre zéro et un très petit angle u, et les va- 
leurs (le T, S, S' peuvent être réduites aux expressions suivantes : 

T= — mn(9 — sin<p) -hm(i— coscp) / nrf<p, 



S =: (9COS9 — sinç) / Ilé/cp, 

S'= — os\n(p j ne/9. 

L'intégrale 1 Ild^ représente d'ailleurs la demi- charge de la voûte 
par unité de longueur de la clef de voûte. 



Équilibre de la lame courbe d'épaisseur variable. 
19. L'expression du travail des forces élastiques peut s'écrire 



r.)' 



on faisant 

l—j'J':^^dsdsi, dl — ij'f^iilidsds^. 



Posons ensuite (n® 2) 






et, en appliquant les formules 

5=rS.+ S,p, + S,^, *.= ^. 

que l'on substituera dans Zl, puis effectuant l'intégration par rapport 
à p, depuis — t jusqu'à + e, on trouvera 

ioI = 2£rSoâS,^ + j /"[(S,-2K.S,-ESo)ÔS,+ 2(S,--K,S.)ÔS,+ S.ÔS,l'^ 



r 



ÉQUILIBRE d'élasticité ET MOUVEMENT VIBRATOIRE D*UNE LAME COURBE. 9I 

L*équation du principe des vitesses virtuelles est, comme au n® 11, 

(D) _ î!?! ai -4- ae /(X «(x -h Y3t)* -h at)(A ia -h B irY^ = o. 

Remplaçons sous le signe S les quantités S,, S, par leurs valeurs (n**?) 



F ^p* > -+- 2 fJL 



puis appliquons aux termes de àl l'intégration par parties, de manière 
à faire disparaître les dérivées de ôcr et de ot sous le signe d'intégra- 
tion. De plus, négligeons les termes en e^S© devant les termes en So, 
et nous trouverons ensuite, en égalant à zéro les coefficients de Se et 
de St sous le signe d'intégration, 

dp F'^ eldp F '^l-^^iidp F "^ F V^/p "^ /i/J'^w'F "^' 

K.SoHg[K.(S,-aK.SO-.a^|i-^^^Kîs]-H^^^^ 

Désignons maintenant par s l'arc de la courbe moyenne de la section 
droite; nous aurons dp = ds, et ces deux équations peuvent s'écrire 

La courbure de la ligne 5 est donnée par la formule (n*' 6) 



(G) ;.-K,F. 



Si la surface moyenne de la lame est plane, on a K^ = o, et ces équa- 
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lions deviennent 

ds\F ds)'^ (^^ F 



£^^ S, j_ Y_ 

3 é/5« F "^ (k>* F ~ ^* 

On retrouve ainsi les équations du n** 10. 

Si Ton remplace F par sa valeur - dans Téquation (G), on aura 

K, — - -, 

£ r 

et, en général, on pourra simplifier les équations (E) en ayant égard 
à la grandeur de K,. 

20. Revenant au cas général, formons les conditions relatives à une 
extrémité libre de la lame, en égalant à zéro les coefficients de So-, St, 

d rî*^ 

-T-^ en dehors du signe d'intégration dans l'équation (D); nous obtien- 
drons ainsi respectivement, en simplifiant la première équation au 
moven de la troisième, 

So + -fi s, ; = o. 

o w' 

e» rf S, « B _ - _ 

3 s; Fï ~ ^ F ~ °' *' - °* 

Pour traiter les équations (E), on pourra poser 
et les équations (E) deviendront 



rf P 4f rf K,Q 



d K.Q /rfK. K,\ Q^ I X ^ 



, ds ¥ X-^ 2fjL 

v Tfc d* Q 2X --,^ I Y 

ds* F* A -4- 2 /JL ' ^ 03* F 
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on aura ensuite les conditions aux limites 



A _ . ^ Q I B 



L a ri I 13 ^ 



pour une extrémité libre. 

Apres avoir déterminé P et Q au moyen des équations (L), on ré- 
duira d'abord les équations (H) à 

En remplaçant So, S, par leurs expressions, on obtiendra deux équa- 
tions qui détermineront Co, Tq. Enfin, en remplaçant dans S^ les quan- 
tités a, T parles valeurs obtenues, on pourra déterminer a, c avec plus 
d'approximation au moyen des équations (H). 



Mouvement vibratoire d'une lame courbe. 

21. Pour former les équations du mouvement vibratoire d'une lame, 
il suffit de remplacer dans celles de son équilibre les composantes X, 
Y des forces extérieures par les composantes de la force d'inertie 

d'à d'T 

Il suffîra donc de faire cette substitution dans les équations (E) du 
n^ 19 si la lame courbe est d'épaisseur variable» et dans les équa- 
tions (F), (G) du n® 12 si l'épaisseur est uniforme. 

Dans les équations relatives à l'équilibre d'une lame, il est impos- 
sible de négliger les termes en e^; mais cela sera, au contraire, en gé- 
néral possible pour les équations du mouvement vibratoire d'une lame 
courbe. Ainsi, en posant 

/ \ ^ d^ r 

les équations du mouvement vibratoire deviendront 

dp D I (Pff _ p D d^T __ 

Sï F "" ^ F 7/« ^ ^' r "" ^ 5^ ~" ^ 
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OU, en remplaçant F par sa valeur -> 

et nous aurons» à une extrémité qui sera libre et ne sera sollicitée par 
aucune force, la condition 

{d) p — o. 

Les termes en e^, que nous avons négligés, seront en général très 
petits par rapport à ceux que nous avons conservés. Cependant, si la 
lame devient droite, r sera infini, le premier terme de (c) deviendra 
nul, et les termes en £^ ne sont plus négligeables. 

Si r n'est pas infini, mais suffisamment grand, les termes en z^ de la 

seconde équation pourront être du même ordre de grandeur que -^ et 

il faudra avoir égard aux termes en £^ dans les deux équations du mou- 
vement. 

22. Nous allons maintenant supposer que l'épaisseur y] de la lame 
est constante, et les deux équations (6) et (c) deviendront 



(O 



d'^ij (ù* dp d^T w' /? 



-r- ' -TTT — Tz —y 



dC" \S ds dl^ ~^ D r 

et si les deux extrémités ^ = o et ^ = / sont libres, on y aura 

(/) P = o. 

En combinant entre elles les deux équations (e), on a 

^^' dr- D V^^* /'V 

Concevons que la lame ait été, à l'instant initial, légèrement écartée 
de sa position d'équilibre, sans qu'aucune vitesse n'ait été imprimée à 
ses différents points. 



» . 
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Posons 

(A) p -^ Pcosm^ 

P ne dépendant plus que de s, et l'équation {g) devient 



ds- oj' / 



t ,.s 



P; 



rintégrale de celte équation est de la forme (],P| -¥- C^Pa.C, et C^ étant 

deux constantes arbitraires, et, d'après (/), on déterminera la con- 

C 
stante m et le rapport jè de manière que P soit nul pour 5 = o et 5 -- /. 

Désignons par 0,„(5) cette valeur de P et, en faisant la somme de 
toutes les solutions (A), posons 

les coeftîcients A,„ étant à déterminer. 
Supposons que, pour / = o, on ait 

la valeur de p au même instant sera 

/^ = /'(0 — ,.-; 

cette expression doit être nulle pour s = o et s = l^ puisque p est nul 
pour ces valeurs de 5, quel que soit /, et nous avons la condition ini- 
tiale 

Or on a, comme il est aisé de le démontrer, 

/ O,„(s)0,„^{s)ds--o, 
• 

/7i, m, étant deux nombres différents pris dans la suite des valeurs 
de m; ce qui permettra de déduire facilement les coefficients A,„ au 



96 CHAPITRE Vin. 

moyen de l'équation (i). On aura ensuite a et t par les formules 

En particularisant le problème, nous pourrons obtenir des formules 
plus simples; supposons, en effet, que les fonctions/(5)etF(5) soient 
fournies par les formules 

en sorte que F(^) puisse être donné arbitrairement, mais que la fonc- 
tion f{s) s'en déduise; alors on aura 

Enfin, en réduisant a, t aux termes qui correspondent à une seule va- 
leur de /72, nous aurons, U étant une constante arbitraire, 

« d Omis) I WT /^ / X 

(T — H — 7-^—^ cosm^ T = - H 6m(s) cosmt; 
as p "\ y 

le mouvement donné par ces deux équations est périodique et, par 
cette raison, il aura une tendance à se produire dans l'expérience. Ces 
formules seront très approchées, pourvu que la courbure de la lame ne 
soit pas trop faible, et, d'après ce que nous verrons plus loin, elles 
seront aussi d'autant plus exactes que le son sera plus grave. 

23. Prenons un cercle pour la courbe moyenne de la section droite 
de la plaque; r sera constant. Posons 

- — A», 



03*/-* 
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h sera aussi constant» et» de Téquation qui donne P, oti déduira 

P -- Cl cos^5 -+- C, sinA5; 

ensuite, comme P s'annule pour 5 == o et ^ = /, on aura, en désignant 
par n un nombre entier, 

i 

Les formules du numéro précédent sont alors extrêmement faciles a 
calculer. 

21. Nous venons d'examiner le mouvement vibratoire d'une lame 
courbe, qui est indépendant de son épaisseur. Nous allons ensuite 
prouver sur une lame circulaire que les sons rendus par une lame 
courbe peuvent dépendre de cette épaisseur. 

D'après les équations (F) et (G) du n** 12, si la lame est circulaire, 
c'est-à-dire si r est constant, les équations du mouvement vibratoire 
sont 

^ dt^ ds Q(X-hafjL) /• ds^ 

^^' ^ dC ~" /• 3 [ds^ "^a(X-hafx) /« ds ]' 

En combinant ces deux équations, on obtient 






— X i (Pff 5 X -h 4 fJ^ i dff 



-+- a/x) /• ds^ a(X -h a^) /' ds 

Nous avons, de plus, aux extrémités supposées libres, des condi 
tions qui peuvent se réduire à 

(c) p = o, -t^.o, ^-O. 

M. — ÉioêL II. 1 3 
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Réduisons Téquation (a) à 

sauf à examiner ensuite Terreur commise par la suppression des deux 
derniers termes. Posons, pour avoir une solution simple, 

qz=i(^co%mty /> — Pcosm/, a = (t' cosm/, t=:t'cos/w^; 

faisons aussi 

^ ~ ds' 

puis prenons pour Q' une fonction qui satisfait à l'équation 
et aux deux conditions 

De cette manière, nous satisferons à l'équation (d) et aux deux der- 
nières conditions (c). 

La quantité Q'cosmt est identique à la grandeur de la vibration 
dans le mouvement transversal d'une lame droite (Chap. VII, n^ 18), 
et nous pouvons poser 

(e) Q':= AjC^^-t- AjC-^^-h A|C0sa5 -^ A^sinas, 

avec 

Al-- A(i — e*') cosa/, 
A,~ — Ae*'sina/, 
(/) i Aj^ A(— i-h e-«'cosa/-+-e«'sina/), 

A4— A(— i-f-e-^'cosa/ — e^'sina/), — r-r ~ «*, 

A étant une constante arbitraire et a une quelconque des racines de 
l'équation 



lJ^J 
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25. Si l'on désigne par n un nombre entier, les racines de cette 
équation sont représentées d'une manière très approchée par la for- 
mule 

donc le rapport de ^ ^-r~ k -j^ est de l'ordre du rapport 



r^ ' {'i/i -\- i)u' r^ 



Si donc celte quantité est très petite, ravant-dernier tcM*me de l'équa- 
tion (a) pourra être négligé comme nous l'avons fait. Par exemple, si 

Ton a - = -t Al = 3, cette quantité sera plus petite que ^*-. 

Examinons si le dernier terme de la même équation peut aussi être 
négligé. Posons 



- ; AS 



C)^/-- 



et faisons ensuite 

P := Cl cos/« H- Cj sin/i5, 

C,, Ca étant deux fonctions qu'il s'agit de déterminer par la méthode 
de la variation des constantes arbitraires. Désignons, pour abréger, 
par (o'e^J la partie multipliée par e^ dans (A), après que l'on y a rem- 
placé q parQ; nous aurons 

rf*P 

Vr-HA«P - -eU 

et 

P- - j{cosfis j Jslnhsds - sinhsj J coshsds)» 



Si nous remplaçons J par - ~-y en posant 



/... _^x 



^1^ 



nous aurons 



P =:: y-^f COSAs / —.-^ S'iU hs (is -- SIU hs j — ^- COS hs (f S j 
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et, en intégrant par parties, 



{g) P = rl"^ "^ h^coshs I Qcoshsds — h^sinhs j Qsïnhsdsy 

Nous avons trouvé 

,, Dm* I 

û)* /•* 

et, en remplaçant — r- par sa valeur fournie par la cinquième for- 



mule (/), nous avons 



«*£' 1 



donc le rapport des deuxième et troisième termes de (g) au premier 
terme est de Tordre de 

A* a'£* I (2/1 -f- O'tt' £* I 



Si le second terme de cette valeur est le plus grand, il résulte de 
riiypothèse faite précédemment que -, sera très petit, et les deuxième 
et troisième termes du second membre de (g) seront négligeables. 

Si c*est le premier terme de -^ qui est le plus grand, il sera néan- 

moins, en général, très petit, à moins que le son ne soit très aigu et, 

par suite, n un grand nombre. Ainsi, quand -r-;; sera très petit, on 
pourra ordinairement réduire la formule (g) à 

(A) p = _?!.*^. 

/• CIS 

On voit, d'après cela, que y -^ est de Tordre de ^^ -~^: son rap- 

port k -y- -jY- est donc de Tordre de -^-^» nombre déjà trouvé. Donc, 

puisque nous avons supposé ce nombre très petit, on pourra réduire 
effectivement Téqualion (a) à (d). 

De même, dans Téquation (G), o)^ ^ est de Tordre -^ par rapport 
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au terme suivant; il en est de même du quatrième terme. On peut donc 
réduire cette équation à 

il en résulte 

et, en comparant à l'équation (rf'), 

t'—Q\ T-:Q'cosm/. 
Ensuite, de l'équation (F) on déduit 

as r 2(A -h 2/jl) ds^ 

et, en remplaçant P par (A) ou 

/• 6(X H- 2^) ds} 

on obtient a' par la formule 

6 r ds^ 

26. Résumé de la solution. — Si l'expression , -— ^ — r -r repré- 

sente une très petite quantité, on pourra donner à la lame circulaire 
un mouvement vibratoire simple qui produira un son dont la bauteur 
sera sensiblement proportionnelle à l'épaisseur et qui sera donné avec 
beaucoup d'approximation par les formules suivantes. 

Posons, pour les composantes a et t de la vibration suivant l'arc s 
de courbe moyenne et perpendiculairement à cet arc, 

c - </ cosmt, r = Q'cos ml; 

nous aurons alors Q' par les formules (e), (/), en faisant 

N ' a / 
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et la hauteur du son sera 



m a} WÊ 



27C 271^/31)' 



nous aurons ensuite 



(j'r-- — (Aje**'— A2<?-«*4- Ajsina^ — A.cosa^). 
a/- 

Si l'on ne juge pas les formules précédentes suffisamment approchées, 
on pourra les prendre pour la base d'une nouvelle approximation; les 
quantités obtenues pour Q', (/ seront augmentées de quantités qui sa- 
tisferont à des équations différentielles que l'on intégrera facilement, 
et la hauteur du son variera avec l'épaisseur 2£, mais sans lui être exac- 
tement proportionnelle. 



CHAPITRE IX. 



SUR LE MOUVEMENT VIBRATOIRE DES CLOCHES. 



J'ai publié en 1882, dans le Journal de l'École Polytechnique, une 
recherche sur le mouvement vibratoire des cloches. Je reproduirai 
dans ce Chapitre les résultats que j'ai alors obtenus et je commence 
ici par les énoncer : 

Comme les cloches que l'on emploie ordinairement ont une épais- 
seur qui varie quand on s'avance du sommet de la cloche vers la base, 
je regarde cette épaisseur comme variable. 

Quand nous avons étudié le mouvement vibratoire d'une plaque 
plane (Chap. VI), nous avons vu que ce mouvement*sc décompose en 
deux : l'un longitudinal ou tangentiel et l'autre transversal ou normal, 
qui sont fournis par des équations distinctes, en sorte que chacun de 
ces mouvements peut exister séparément. Mais, dans le Chapitre pré- 
cédent, nous avons vu que ces deux mouvements ne peuvent plus 
exister séparément pour une lame courbe. 

De même, dans une cloche, les deux mouvements vibratoires, l'un 
normal, l'autre tangentiel, sont donnés par trois équations qui ne sont 
pas indépendantes. Il est même impossible de choisir la forme du mé- 
ridien d'une cloche et la variation de son épaisseur de manière que 
la cloche ne vibre que normalement, et, quand une cloche vibre par 
les coups du battant, les vibrations tangentielles sont, en général, du 
même ordre de grandeur que les vibrations normales. 

Nous avons vu, dans le Chapitre précédent, que, si une lame est suffi- 
samment courbe, les sons qu'elle produira ne dépendront pas sensi- 
blement de son épaisseur. 

De même, et contrairement à ce qui a lieu pour une plaque plané, la 
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hauteur des sons d*une cloche ne change pas, quand son épaisseur 
varie partout dans un même rapport, les termes qui dépendent du 
carré de l'épaisseur dans les équations différentielles étant, en géné- 
ral, très petits et négligeables; c'est du moins ce qui aura lieu quand 
on ne considérera que les sons les plus graves qu'une cloche peut 
rendre. 

Étant donnée une cloche de forme quelconque, on peut, en en 
frottant le bord, développer un mouvement vibratoire tournant, c'est- 
à-dire tangentiel aux parallèles de cette cloche, et j'apprends à le cal- 
culer. 

J'ai examiné s'il était possible de choisir le méridien d'une cloche 
de manière qu'on pût lui communiquer un mouvement vibratoire pu- 
rement tangentiel, sans être tournant; j'ai démontré que cela n'est 
possible que pour une cloche sphérique et d'épaisseur constante. 

J'ai aussi calculé le mouvement le plus général d'une cloche sphé- 
rique d'épaisseur constante. 

Imaginons qu'une cloche s'évase fortement et se change en une ca- 
lotte de révolution très aplatie; le mouvement vibratoire de cette 
plaque courbe aura alors beaucoup plus d'analogie avec le mouvement 
transversal d'une plaque plane, et il devient nécessaire d'avoir égard, 
dans les équations différentielles du mouvement, aux termes qui dé- 
pendent du carré de l'épaisseur. Mais la recherche de ces termes est 
fort compliquée et je l'ai entièrement supprimée dans ce Chapitre. 

Détermination des éléments relatifs à la figure d'une cloche, 

1. La cloche est un corps de révolution et son épaisseur est variable. 
Nous pouvons regarder ses surfaces intérieure et extérieure comme 
appartenant à une même famille de surfaces de révolution au para- 
mètre p2» en sorte que ces deux surfaces peuvent être représentées 
par 

e étant une quantité constante très petite. 

Par l'axe de révolution, menons un plan qui coupera les surfaces pa 
suivant des courbes, dont nous mènerons les trajectoires orthogonales; 
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faisons ensuite tourner ces secondes courbes autour de Taxe de révolu- 
tion des premières surfaces et nous formerons ainsi un second sys- 
tème de surfaces de révolution au paramètre p. Le petit bord de la 
cloche sera supposé appartenir à une de ces surfaces. 

Les plans méridiens au paramètre p, formeront un troisième sys- 
tème de surfaces, orthogonales sur les deux premiers systèmes. 

Désignons, comme précédemment, parr/yle rayon de la courbure 
principale de la surface py suivant Tare ^/, en représentant par 5, 5,, 5.., 
respectivement les lignes d'intersection des surfaces 0, et p.j, des sur- 
faces pa et p, des surfaces p et p,. 

Les surfaces p, étant des plans, leurs deux rayons de courbure prin- 
cipaux sont infinis, et Ton a 

''0,1 ■= oc, /'j^i ; X. 

Désignons par r le rayon de courbure du méridien d'une surface p,,; 
nous aurons 

Le rayon de courbure de la surface p^, suivant le parallèle 5, est la 
normale à cette surface, terminée à l'axe de révolution; donc, si l'on 
désigne par n la longueur de cette normale, on a 

De même, le rayon de courbure de la surface p suivant le parallèle 5, 
est la normale terminée à l'axe, et, si l'on désigne par «' cette normale, 
on a 

D'ailleurs, si Ton représente par 9 l'angle de n avec une perpendi- 
culaire a l'axe, menée dans le méridien, on a 

n — n' tang'y. 

Enfin, désignons par r' le rayon de courbure du méridien des sur- 
faces p, nous aurons 

M. — hAau. II. '1 



loG CIIAIMTIIE IX. 

D'après cela, si l'on regarde ces rayons de courbure principaux 
comme positifs, ils sont fournis par ce Tableau 

'0,2— /•» /j.*" /', /*,,c- «'— W COI9. 

Mais, comme nous l'avons vu (Chap. IV, n^ 1), il faut aussi avoir 
égard au sens de ces lignes; nous devons regarder le rayon de cour- 
bure T/j comme positif, quand le centre de courbure est situé du côté 
où le paramètre du système des surfaces pj augmente, et nous devons 
le regarder comme négatif dans le cas contraire. D'après cela, suppo- 
sons que le paramètre ps grandisse en même temps que les surfaces p^ 
s'éloignent de l'axe; alors r,^^ sera négatif tout le long du méridien p, 
et ro,3 le sera aussi depuis le sommet de la courbe s jusqu'à son point 
d'inflexion; mais, au-dessous de ce point, r^^s changera de signe. 
D'après cela, en ayant égard aux signes, nous remplacerons le Tableau 
précédent par le suivant : 

''o,i~ ■ i\ • ''\,i — — ''» '1,0=- ^'~ ri col 9, 

OÙ r est positif pour la partie convexe de la cloche, mais négatif pour 
la partie concave, s'il y en a une. 
Suivant les notations du n"^ 1 du Chapitre IV, nous avons 

ds— ^-f-y dsi— 7^, dSi~ -'-. 

n fil ht 

Désignons par '| l'angle d'un méridien quelconque de la cloche avec 
un méridien fixe; nous aurons 

ds^ = n cos 9 dl^, 

et nous pourrons poser 

Pi--'|, ^-— /IC0S9. 

2. La figure de la cloche est complètement déterminée, dès qu'on se 
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donne le méridien de la surface moyenne qui correspond à p2 = o et 
Tépaisseur variable 2y] de celte cloche. Nous allons montrer comment 
on peut alors calculer les trois fonctions A, A,, Ag, relatives au triple 
svstèrae de surfaces ortho^'onales considéré ci-dessus. 

Nous pourrons réduire h., à une fonction F de p; posons donc 

et, en intégrant depuis p^,= —t jusqu'à p^^e, nous obtenons la 
fonction F parla formule 

ri 

Posons 

;,-"• ^,="- i-"-- 

puis prenons pour H l'expression 

H Ko4-K,p,-r Ki^^, 



où Ko, K,, K;. sont des fonctions de p seulement. La fonction 

Hi /icoso 
est aussi une fonction de p et p^, et nous pouvons poser 

Pq sera une fonction connue, car on a 

n^ et 9o étant les valeurs de // et 9 pour p^, - o; mais /;, et p., sont des 
fonctions a déterminer. 

Les fonctions H, H,, H^ sont liées entre elles par des équations don- 
nées par Lamé {Leçons sur les coordonnées cunnlignes, n^"* 43 et 44), et 
comme, dans le problème actuel, H, H,, H. sont indépendants de p, et, 
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de plus, lia indépendant de pa» ces équations peuvent s'écrire 

d^n^ 1 dU, dU. 1 ^Ht dU 

(l) — m = -4- — ■ , 

dp^dp IIj dpi dp M dp dp^ 

^'^^ dp\\\ dp /"^ H* dp^ dp^ "^^^ 

^^ dp\n dp j'^dp,\H,dp,)-' ' 

d [ I r/Ht\ r ^ff, d\\. 



<^> m 



do^ I II* do do 



i t 



Définissons la variable p qui demeurera dans les formules défini- 
tives. Nous avons 

ds = H ^p -. (k,-\- K,p2-+- K,^) r/p, 

et, si nous faisons p., — o, nous aurons pour rélément ds^ de la courbe 
moyenne 

enfin nous pourrons réduire Ko, qui est une fonction de p, à Tunité, et 
nous ferons ainsi 

Ko ~i, ds^yzizdp. 

Nous pourrons donc prendre p égal a la longueur de l'arc de courbe 
moyenne, comptée à partir du sommet de la courbe. 

3. En remplaçant H, U,, H, par leurs expressions dans les équa- 
tions (i), (2), ('i), (/j), nous aurons 

»'■) 4[^-,7.(^'-"l'^-)]"'^'"''-''-'"'""^'""'-=''' 
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l/êqualion ( V), qui détermine K,, peut être réduite ii 

cela résulte évidemment de ce qu'on néglige dans H les termes en sï|. 
De même, l'équation (Y) doit être réduite \\ 



I I 



et déterminera />;f. 

Concevons les équations {2) et (1) développées suivant les puis- 
sances de pa» ^^ égalons dans chacune à zéro la partie indépendante de 
p.r, nous aurons ces deux équations 



I ^ 



^0 "^"^oVK/ ■^' r/o 
Tirons K, de (r) pour le porter dans (a), et nous aurons Téquation 

. fip, l ffV , I ffpn d*p„ 

par laquelle on déterminera immédiatement y^i au moyen de quadra- 
tures, blnfm on aura K, au moyen de l'équation (c). 

Les expressions de H, H,, H;, sont ainsi complètement déterminées. 
Cependant les formules (1') et (2') donnent deux autres équations, 
quô Ton obtient en égalant à zéro le coefficient de p^ dans chacune de 
ces formules. Donc, pour que la solution précédente soit admissible, 
il faut que les deux équations 

soient identiquement satisfaites par les valeurs trouvées pour K,, K^, 
Pif P'j'- ^'^^^ ^^* <1"*^ nous allons vérifier. 
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■ M/arl^ on passe donc d'une surface p^ à la surface du même système, infini- 

ment voisine, par un même accroissement ds.^^ de la normale à la sur- 
face p^; par suite, toutes les surfaces p., sont parallèles. 
F ^- Dans ce cas particulier, les formules (a), (A), (c), (rf) se simpli- 

fient et deviennent, si Ton désigne par C une constante arbitraire, 






F h. K* — o, /'s ~ o, 



f, : [wi' 






;.nji 1^' ■" 



^. -V'^-Ct)' ^— ;!;?=■■ 



,^1. !r/i'' Expressions des forces élastiques. 

5. Représentons les composantes des forces élastiques par ce Ta- 
î bleau : 

<^oi» ^12» A^; 



celles de la première ligne horizontale sont les composantes de la force 
élastique qui agit sur un élément de surface normal à ds\ celles de la 
deuxième ligne sont relatives à un élément de surface normal a ds^\ 
celles de la troisième ligne, à un élément normal à ds^. Les premier, 
deuxième et troisième termes de chaque ligne sont respectivement les 

-^^^"''^f composantes suivant les tangentes à ds^ ds^, ds.^. 

Appliquons les formules des n*"' 5 et 6 du Chapitre IV, en rempla- 

. jr^r/l^ çant les rayons de courbure principaux par les valeurs trouvées ci- 

.^,ior>^ dessus (n® 1), et nous aurons 

/dix l\. 



A, -->.V 4- 3 



/ I dl\, H, 11. \ 

fx( ., H tanj,'9 , 
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et 



/ I rfR rfR, R, , \ 



Travail des forces élastiques, 

6. On peut écrire ainsi les expressions des composantes des forces 
élastiques 



en posant 



Aj - Xc> -h X^i -+- (/ -h 2,U)^„ e^oi — f^À'i» 



d\\ H, 

i^ = -, H > 

«.V /• 

. y d\\, Hj II 

c>, rzi pî H tang 9, 

n COS9 M'^ /A /* 

. d\\^ U 

l'î -- -y ;, 

rt.V* /' 






*T . 



d\\, I cm, _ u, 

i/.Vj /A eus 9 ^/^ Il 



® » ~ t/^ "^ c/^-, "^ /•' /• ' 

d\\, I ^R R. 

^ e/.v /^cos9 «y n ^ 



Imaginons que les quantités A, A,, A^,, R, R,, R^, ^, c>,, ^^ soient 
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développées suivant les puissances de la quantité très petite p^, et 
posons 

A — -V»o-^"V»ipi-f- A., •— 4 ..., Al — ïH»o-+-ï''MOi-^ •••♦ A, ---CoH-CiO.-i . .; 

t"^ ~ So -hS,p, -h Sj ^ -4-..., t^, -To-f-T,p, H-..., A'i -UoH-UiPi-t-.... 

L'expression du travail des forces élastiques exercées dans la cloche 
a pour valeur 



'^'■^^///['''"'''''"'''■^'^'' '*''^'^^^'*^'^^^ 



dxdvdz^ 



l'intégrale triple s'étendant à tout le volume de la cloche. 

Kn raisonnant comme il a été fait au n'* 2 du Chapitre Vi pour une 
plaque plane et posant 






/. f '3> |UL /. i - •;►. IUL 



on obtient 



.f 



^fJf[^^^' ^^''^ H/n\>,-f i.^rjj./.rdT/./., 



et, en remplaçant i"^, i),, ^2 par leurs développements, on trouve 



.f 



- F /*/'/ (•)« ' .')>?« ^ .')' -J ) ''•'•'<>■'/- 



avec 



-.- fl(S.S, + T.T.) - Ù(%T, - S.TJ " L-„L',. 

M. — /liait. II. l-'j 
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Équations du mouvement vibratoire de la cloche. 

7. Désignons par X, Y, Z les composantes de la résultante des forces 
extérieures en chaque point de la masse de la cloche et par E, F, G les 
trois composantes des forces élastiques qui agissent sur le bord qui 
appartient à une surface au paramètre p. Dans le cas de l'équilibre, 
nous aurons, pour l'équation du principe des vitesses virtuelles, 

; 5.f_^ rrr(XaR-i- VoRi-f Z^HO^^^^i^^j 

{a) ' ' ' • 

( 4 /7'(E 8R 4- F oR, -f G oR,) ds^ dst ^ o. 

Dans le cas du mouvement vibratoire, on remplacera dans cette 
équation X, Y, Z par — D-^-^> — ^—nr' ~" ^"^/TT' ^ étant la den- 
sité de la cloche, et l'on supposera E, F, G nuls. 

Dans l'expression de ,f, remplaçons ds, ds^, ds^ par leurs valeurs; 
nous aurons (n'* (>) 

Concevons /i, ^, o développés suivant les puissances de p.,, et posons 

- _T H - 1 -+ Kip,H-. . .; 

suivant ce qui a été dit (n° 2), nous pouvons réduire h^ à une fonc- 
tion F de p seulement. Si nous elTectuons l'intégration par rapport à p^, 
la quantité # ne renfermera plus que des termes multipliés par e et £-. 
Regardons les termes en £' comme très petits par rapport aux termes 
en £, et nous aurons simplement 
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OÙ Ton a 

^0» ^'o étant les valeurs de r, n pour p^ = o et So, To, l • étant les va- 
leurs de ^, ^,, g2 pour p^ = o, on obtient immédiatemenl, si Ton se 
reporte aux développements de ces quantités (n" 6), 






or r 






m 

IU-- jT -+- — tang?« ^ - /- • 

/^o co^Vo "y "o "p 

Comme toutes les quantités qui entrent dans nos équations se rap- 
portent maintenant à la surface moyenne de la cloche, on peut» sans 
crainte d'erreur, supprimer tous les indices o dans ce qui va suivre. 

8. Posons, pour abréger, 

nous aurons 

o»io — vas f-WoT r-LôL, 

et, en appliquant l'intégration par parties au\ diirérenles intégrales 
dans lesquelles se décompose la formule (h), on a 

I J — ^, ' \o»r/pc/> 

-prsin9oxr/p^']^ -+- 1 I -rrCOsooCf/pr/-}^ 



I lO cil API rut IX. 

et 

r- / / i, U ( TT- +- -^ Slirv -4 y- COS© ) ao d'b 

Remarquons que les intégrales simples par rapport à p sont nulles, 
parce qu'elles résultent d'intégrations par rapport à ']> qu'il faut sup- 
poser effectuées de o à 2-1:. 

Substituons dans (a) l'expression de 0,? ainsi transformée et rempla- 
çons aussi le second terme de (a) par 

f I* f\\dx-h\dj' ^-Zdz)'^-^dpd].dp, 
— Asl j (\ o,i -h ^ oy -\- / oz ) — jT— ^ ^p cf'^ ; 

puis égalons à zéro les coefficients de ox, oj, oSJ sous le signe double 

d^x d^Y d*^ 

d'intégration. En remplaçant X, Y, Z par — D-t;?*» — ^-775^» — D-^J> 
nous aurons ainsi ces trois équations 

\ /< -h >> /• -+- /7I -7 =1 O, 



F 



/W ^//icos9|A sin9., /jcos9Dé/*y 



En supprimant de l'équation (a) les intégrales doubles qui se ré- 
duisent à zéro d'après les trois équations précédentes, nous rappelant 
que les intégrales simples par rapport à p sont nulles, enfin, divisant 
par 2e, nous réduisons l'équation (a) à 

— p,~i- (\ ojc -\-L of) d'\> -h / (Eojc-\-l oy 4- d oC) — p— ^^']^ - o. 
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On voit craprès cela (|ue, pour que ce calcul soit admissible, il faut 
que G soit nul, et, en égalant à zéro les eoeffîcients de ù.v et de 6v, on 
aura ces deux conditions relatives au bord de la clocbe 

Le plus ordinairement, quand une clocbe est mise en vibration, les 
quantités Ë, F sont nulles aussi bien que G, et ces deux conditions se 
réduisent à 



(f) V -. o. 



o. 



î). Nous avons 



fù — -^ -z ( I -h Kl 0, -+-... ^ dp. 



et, en faisant p^— o, nous obtenons pour l'arc ds^ de courbe moyenne 

fisg =zdp ou /• dzt = dp. 

Nous avons aussi (n° 2) 

F 



■» <» 



Ti 



Kn faisant dans les équations (c) les deux cbangements indiqués 
par ces deux formules, nous trouvons pour les équations du mouve- 
ment 

V /n- W / -h m --,— =10, 

if) l r (V/tm coso) -+- Wsino -h -77- — /* cos© - -j^r^ =0, 

^•^ ^ ^ rtf d:^^ ^ ^ d\t ^ |jl dl* 

dW î d ^,, , , . 1> d'y 

—rr- H ,-(U/ir) coso) — L sinç — /1COS9- -7^ := o. 

d\f fi r d"^ ^ il dt* 

En général, les termes multipliés par £^, que nous avons négligés, 
sont extrêmement petits par rapport aux termes conservés; donc le 
mouvement vibratoire des clocbes est donné en général par les équa- 
tions (/) et par les conditions (e) relatives au bord. 
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Mou{^ement vibratoire simple. 



. r 



10. On peut satisfaire aux équations (/) en prenant pour a\ j, 
des expressions de cette forme 

/ uT — x( A sin m^h -h B cosm'^) ces A/, 

(A) \ y —- Y (A cos/w']^ — B sin/n»^) cos^/, 

( Ç — z(A sin 771 1 -h B cos/w',J^) cosA^ 

où X, Y, z ne dépendent plus que de la variable cp et oii /w désigne un 
nombre entier; on en conclura en effet (n° 7) 

S =:fS (Asin /«•} T- B cos/nJy) cos/i/, 
T --- S ( A sin /w'Jy H- B cosm'|) cos/i^, 
L ~. t)( A cosm<} — B sin /w'|i) coshtj 

en posant 

I /t/x \ ^ I / //l \ 

'S — - ( -7- -4- z h fc ~ Y 4- z — x lange? , 

/•\c/9 / /< V C0S9 ^V 

m Y I c/v 

V) — X H lango H j- • 

// eus g /i ^ ^ /• ag 

Puis, si Ton fait pour abréger, 

les trois équations (/) aux différences partielles seront remplacées 
par les trois équations différentielles ordinaires 

V^/i -h^r — rn- h-z ~ o, 

(B) ' i-(V/AYj coso) -4- t^ sincp — niX) -h ncoso — A*xi^o, 

f miJ^H 7-(t)/^r) cos c? ) — t) sin o 4- n cos o — A* y — o. 

Yi /w/9 ^ ' ' ^ • |JL 

De plus, si le bord de la clocbe n'est sollicité par aucune force, on 
aura sur ce bord 

•<> irr O, l) ~ O. 
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Il est aisé de voir que la cloche est divisée par m méridiens en 
2/w concamérations identiques qui vibrent de la même manière, et 
ces m méridiens forment des lignes nodales de la cloche. 

Examinons comment varie le son produit par cet état vibratoire 
quand la surface moyenne de la cloche grandit en restant semblable à 
elle-même. Alors n et r seront multipliés par une même quantité ^; 
or tous les termes de v), %?, \î?> renferment en facteur une des deux 

quantités - ou -> et Ton voit que les équations (B) subissent une mo- 
dification qui revient à remplacer Ii^ par li^k^. D'ailleurs, les condi- 
tions aux limites ne renfermant pas A, Téquation qui donnait h 
donnera maintenant AX; ainsi h est devenu k fois plus petit et la hau- 
teur du son également. Donc la hauteur des sons d*une cloche, dont 
la courbe méridienne moyenne varie, en restant semblable à elle- 
même, variera en raison inverse de cette courbe méridienne. 

Remarquons aussi que, si Tépaisseur variable 2Y] de la cloche est 
partout changée, mais varie proportionnellement, les hauteurs des 
sons de la cloche restent les mêmes. 

11. Dans les formules du mouvement vibratoire simple, les quan- 
tités or, y, X, peuvent être indépendantes de ^. Il suffit pour cela de 
faire m— o; alors les deux premières équations (B) ne renferment 
plus que X et / et la troisième ne renferme plus que y. Le mouvement 
se décompose donc en deux mouvements indépendants et qui peuvent 
exister séparément. 

Le premier de ces deux mouvements sera donné par les deux équa- 
tions 

an ~\- hr d\ bn -\ ni' an'^ -^- 'ihnr -\ or* /vil),. 

-7 xlango-+- — z /f«z zi. 0, 

/• (lo n ' nr [i. 

I (i I an d\ , . an -h hr \ 

5- -T-Ti COSO — //XTj SinO r- - - Z Ti COSO ) 

Ti r azt \ r a^ ' ' /• ' y 

h ff\ . <7sin'o ar- -{- hn . I),. 

-{- ~ v-smo -x-î - zsmoH w coso— /i*x ~ o, 

/• f/y • /i COS9 /*/• • jJL 

avec la condition relative au bord 

a //\ h an -^- hr 

- — - - -xlantço-f z o. 

/• ao n ' nr 
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Le second de ces mouvements, qui est tangentiel aux parallèles, 
est fourni par l'équation 

/ \ d ( n d\ . \ 

\ 7- ( — j-Ti coso -t- Yt3 smo ) 

1 yj /* do \r do ' f 

(C) ' . \ . 

i i dY . Y sin'o f) ,. 

f -7- smo \- n coso — /r Y z- o 

avec la condition relative au bord 

Y I dx 

-lango -T- - -7- — . o. 
/I ^ /• «9 

Supposons que Ton mette une cloche en vibration en en frottant le 

bord et représentons par 

F— /cos/i/ 

cette force de frottement, /étant constant; le mouvement vibratoire 
qui en résultera sera donné par l'équation (C) et la condition au bord 

Y i dx l ^ 

-tango -f- - -} /" o. 

n ^ ' /• do [j. '' 

Il est aisé de reconnaître sur les équations (B) qu'on ne peut pas 
supposer que x, y soient nuls et que z existe seul ; mais, en général, x, 
Y, z sont du même ordre de grandeur. Ainsi, quand une cloche vibre 
par les coups du battant, il en résulte un mouvement normal qui est 
toujours accompagné d'un mouvement tangentiel du même ordre de 
grandeur. 

Mouvement vibratoire tangentiel d'une cloche, 

12. Nous venons de voir, dans le numéro précédent, que, quelle 
que soit la forme d'une cloche, on peut toujours la faire vibrer suivant 
un mouvement entièrement tangentiel aux parallèles de cette cloche. 
Je me propose maintenant de rechercher si l'on peut choisir la forme 
du méridien moyen de la cloche et son épaisseur, de manière que la 
cloche puisse avoir un mouvement vibratoire entièrement tangentiel, 
mais qui ne s'effectue plus sur les parallèles. 
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Supposons donc que ^ ou / soit nul; nous aurons, d'après la pre- 
mière équation (B), 

et, si Ton joint à cette équation les deux dernières équations (B), on 
obtiendra en général trois équations qui ne seront pas compatibles. 
Il s'agit de choisir le méridien et l'épaisseur 2y], de manière qu'elles 
soient compatibles. De l'équation (a) on déduit 

{an -h br)S H- (ar -h bn)^ r=o, 

(an ■+■ or) — ; (ar-\-on)\ y h tango ) =-; o, 

^ ' r d^ ^ '\/icoS9 n °^/ 

,,, ian-\- br)n dx 

Remplaçons y en fonction de x dans les deux dernières équations (B), 
et nous aurons 



(c) 



— ^ H -riVnri cos©) tOsmo 

n n nr acp ^ n 

J Dh*r(an-^br)n dx 1 

I — — cosQ 7 i-^coso-j xsm9 



1/7 I wn. V\ 

(d) -,('<> nn cos©)-h -\»>sino V) — — coso — h^x, 

f\nr d(^^ ^ ' n ^ n ^ fx 

•ç, ^ ayant les valeurs indiquées au n" 10, dans lesquelles on fait 
z = o et l'on remplace m\ par (t), de sorte qu'on a 

a*-b^ dx ,, ^{a^^b^)n dx 

ar -h bn d^ (ar -h bn)r ^9 

m Y . I e/Y 

X) ■_ X H — tang9 H- -• -r- • 

n cos 9 w r «9 

Pour que les deux équations (c), (d) soient compatibles, il faut que 
l'équation (c) provienne d'une combinaison de l'équation (d) avec 
cette même équation différentiée par rapport à 9. D'après cela, dif- 
férentions (d) par rapport à 9, puis multiplions l'équation ainsi ob- 

. COSQ (an-h br)n ^ . ^ • i»' »• / 7\ w r ' 

tenue par ^ p-; — ,-: , et ajoutons a 1 équation (rf) multipliée par 

M. — ÉUêi. II. i<i 



:,K.''"i»-: :. 















•7 .' - r- ^ . 



•■■-S 7 1 — ?'• Z 



a r. : , -î :. — 



/ Crii:; 



-» - 






/7 >- — ''' -lis 






iA 









r,"- <>- //x 






r, j'i». 'fiftfu fU 



a' - /^ 



<2'« — 6^ 



^•f, ♦tri r^'Iui'^r.l, 



'/r — /y/< r ar — bn r- n- 



a — h r ^iz r — m 



ht a A-= 2; il f-n ré-sult^ r=n et, par conséquent. Va cloche est 
«ph^Tique. L'éq'jali'jn i«J^:ntiqije peut s'écrire ainsi beaucoup plus sîm- 

plem^Tit 



\ mr d'j 



- , f vn coâ s ^- C sin s » — 






I 



m 



^ - 



• •.- -Or, coâs) Osin:^. 

/r, aï» ' r 



Or on a 



'>« //« 



/ 9 

r av 



^pf' — — 



2 rJx 



d'-IL 



wnr \ rlr. 



d^i , 



, , - C0S5 T-sino 

mr V rf^* a^ 



m*— I \ 

3 H x); 

coso / 



«'galons â /éru le coefficient de x dans les deux membres de l'équa- 
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tion {r), et nous aurons 



{i^ 



. o, Yî -= ronst. 



Enfin, si Ton fait y) constant dans Téquation (r), on vérifie qu'elle 
devient identique. 

De cette analvse on déduit donc le résultat suivant : 

Une cloche ne peut avoir un mouvement vibratoire entièrement tangen- 
tielet non dirigé suivant les parallèles, qu autant quelle est sphérique et 
d'épaisseur constante. Alors x est donné par V équation différentielle du 
second ordre (r/), qui se réduit à 

(/) -,— ; coso — 3 ,- sinc^ X — /r'/'xcosy, 

•^ r/:p' ^ «9 COS9 fjL 

et ron a ensuite 

, ^ I ^/(xcosq) 

( fr) Y — -. • 



Mouvement vibratoire tangentiel d'une cloche sphérique. 

13. Imaginons un corps élastique homogène compris entre deux 
sphères très rapprochées de même centre; coupons ce corps par un 
cône de révolution dont le sommet soit au centre des deux sphères et 
conservons une des deux parties ainsi séparées; elle formera ce que 
nous appelons une cloche sphérique. 

D'après la définition du n^ 1, 9 désigne Tangle de la normale à la 
surface avec la normale à l'axe de révolution menée dans le même 
méridien. La surface conique qui forme le bord sera désignée par 
ç = ç', ç' étant une constante, et, si la cloche est hémisphérique, 
o' sera nul. 

D'après ce que nous venons de voir, cette cloche peut avoir un mou- 
vement vibratoire tangentiel sans être tournant, et les composantes x^ 
y de la vibration sont fournies par les équations (A) du n" 10 et les 
équations (/), {g) du numéro précédent. 

Nous supposons qu'on développe ce mouvement vibratoire en même 
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temps qu'on exerce sur le bord de la cloche une force E normale et 
une autre F dirigée suivant le parallèle et que ces deux forces soient 
représentées par les formules 

OÙ c, i sont deux constantes; alors, d'après le n**8, nous aurons ces 
deux conditions aux limites 

(A) — /jt\'^ -h <i: — o, —^ri^ff — o. 

14. Faisons 



1> 

/j» »•* _i_ o _ 



« - a • 



V- 



on déduira de l'équation (/) 

(0 Tri^^^*? "" 7-* sin9cos9 -h (^* 008*9 w*)$ = 0; 

changeons la variable indépendante et posons 

C0S9 = 1/, 
cette équation deviendra 

Substituons dans ce^le équation 

nous trouverons 5 = zh /w; mais, comme Ç doit rester fini pour a = o, 
il faudra faire s^=m\ nous aurons ensuite 

__ (m 4- 2) (w -h 3) — A'« 

2.4(m-h2) " 



_ (m4-4)('w-+-5) — §•« 
3.4(7/* -h 3) 
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(La solution infinie se déduirait de celle-ci par le seul changement de 
m on —m.) Comme la valeur absolue de u est moindre que Tunité, 
cette série est toujours convergente. 

Représentons, en général, cette série, quand on y fait Ao=i, par 
$(//, g^^ m), nous aurons 



X - : -^— r= -^ -<t(COS9, ^', 771 ), 
COS9 COS9 T n 7 / 

«,1» étant une constante arbitraire, et ensuite, d'après (g), 

_ 4o ^<t(cos9, ^', m) 

771 r/9 

Les deux conditions aux limites serviront à déterminer le coefficient «^ 
et la quantité g on h qui indique la hauteur du son. 
Des deux conditions (A) on déduit celle-ci 

JV> — CO — o, 

qui est indépendante de X et qui détermine g. En remplaçant t:>, t) par 
leurs valeurs et combinant ensuite l'équation qui en résulte avec (/), 
nous aurons cette condition 



771 



-f , — C -r- Smç H X— {- I 1X008 9 --0, 

"? L"? C0S9 \% ) ^ \ 



dans laquelle il faudra faire ç = 9'. Cette équation déterminera une 
infinité de valeurs pour^. Au moyen de la première condition (A), on 
aura x qui entre en facteur dans le premier terme. 

Si 9 est très petit, la série qui représente la fonction $ sera peu con- 
vergente. Il y a plus, si la cloche devenait hémisphérique, le calcul 
précédent ne pourrait plus être appliqué pour les conditions du bord. 
C'est pourquoi nous allons étudier la fonction $, afin de la mettre 
sous une autre forme. Le résultat que nous obtiendrons servira d'ail- 
leurs, non seulement a la question actuelle, mais aussi a la recherche 
du mouvement vibratoire le plus général d'une cloche sphérique. 
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Étude de la fonction ^Ti/, g^^ m\ 
15. Posons 

et Téquation (/) deviendra 
en faisant ensuite 

jfr 

£ = (i_rî)^P, 



nous trouverons 

^P d9 

(2) ('~'''^^;^ — ^('w-f-Or^ -^(^»— 171*— /îi)P:^o; 

nous satisferons ensuite à cette équation en prenant pour P les deux 
séries 

P' — i' -^ />! i* -h />î t'* H- />! r' -f- . . ., 

les coefficients avant les valeurs suivantes : 

f' = . .1 ' 

_ ( m-f-2)(/w -^ 3 ) — ^' 



(mH-25 — 2)(w-h25 — l) — g^ 

(25 — l)25 






_ (/nH-i)(/n-f-2)--^« 

''«- ;t3 ' 

_(/w-i-3)(/n-+-4)— /Ç^' - 



(m -t- 2Î — OCw» + 2.t) — g^ 
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La solution générale de Téquation (2) est 

/, p étant deux constantes arbitraires, et nous nous proposons de choi- 
sir ces deux constantes de manière que la fonction ^(u^g^.m) soit 
égale à m'"P; nous aurons alors une formule qui pourra représenter 
commodément $ pour de petites valeurs de l*angle ç. Remarquons que 
les deux fonctions P', P" sont, pour ç' = i, des infinis de Tordre 2/n, et 
le rapport des deux constantes/,/; doit être choisi de manière que la 
somme des deux solutions particulières soit finie. 

16. Mettons les trois séries précédentes sous la forme de la fonc- 
tion série de Gauss 

F(a, 3. V. a;) = I H —X h ^ -x^-^ 

rv«,H»,/,a,; ^ i.y ^ i.2y(y-+-i) 



• • • • 



Pour cela, posons 



m I I /7 ; 

■* 4 4 



nous aurons 

et Ton reconnaîtra facilement que la fonction $(w, ^, m) peut se 
mettre sous cette forme 

on verra de même que les deux séries P', P" peuvent s'écrire ainsi : 

P'= pF(a 4- », m -h I - a, I, i^»). 

Or Gauss, dans son Mémoire posthume : Determinatio seriei nostrœ 
per œquationem differentialem secundi ordinis, n° 42 (Gauss, Werke^ 
t. III, p. 211), donne cette formule 

F(a,(3, a4-(3-t-i-y, I — j;) 

-+-/(« 4- 1 — y, (3 -+- I — y, a — y) ( I — x)Y-a-?a:> -Y F(i — a, 1 - ;3, a — y, x). 
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en faisant généralement 

Gauss représente par ll(n) la fonction eulérienne que Ton désigne 
ordinairement avec Legendre par T(n + i), et qui, prise dans sa signi- 
fication la plus étendue, s'applique à toute valeur positive ou négative 
de /i + I, étant toujours finie pourvu que n ne soit pas à la fois entier 
et négatif. Ainsi, d'après la notation de Legendre, nous avons 

Dans la formule de Gauss, faisons 

j3 = /n -r { — a, 7 = i, x = t**, 

elle deviendra 

F(a, m 4- i — a, m -h I, m*} 

r(m-f-i)r(i) ,_ , 

- r(a 4- i ) r(/n - a H- 1 ) ^ "*' '^ "^ ' ^* .» ^' ) 

r(m-+-i)r{— ;-) , t,, , , , 

r(a)r(/w — a -1- î) 

La fonction du premier membre est égale à/P'-h/>P% et, comme P' 
est une fonction paire, P^ une fonction impaire de i^, on en conclut que 
pP" est égal au dernier terme de la formule précédente; par suite, on a 

car ces deux fonctions se réduisent a Tunité pour v = o. 
On a donc 

F(a, /« -r i — a, m h- i, u^) 



r(a-^;)r(m-ri — a) r(a)r(m -+-! — «) 

enfin, en multipliant les deux membres de celte formule para"*, nous 
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«lirons 

Au moyen de cette formule, on pourra maintenant former les condi- 
tions aux limites dans le cas oii la cloche est hémisphérique et oii, par 
conséquent, le bord correspond k r = o. 



Mouvement vibratoire le plus général d*une cloche sphèrique. 

17. Pour obtenir le mouvement vibratoire le plus général d'une 
cloche sphérique, faisons, dans les formules du n*^ 10, n = r— const.; 
posons de plus, pour simplifier, 

, î)/i«r« , /M)/i« , ' , , 

et, en remplaçant dans les équations (B) de ce numéro i*^, v>, u?) par 
leurs valeurs, on les mettra facilement sous la forme suivante : 

( I ) -r- cos o — X sin 9 — m Y — <y* z cos 9 — 0, 



(•0 



(V 



/ d*x dx . f a -\- m- , \ 

\ a ~j— cos 9 — Af-T-smo-hC— - — h A'' cos o x 
} û^9* ^ r/9 ^ \ cos 9 */ 

(/ ^ds . . ^ , .dr 

— m{a — i) , — //i(«-+-i)y lang:9 -+- '^(^ — i) 77 cos 9 — o, 

/ C^Y ^Y . /— » - ^'"^ . \ 

l Vf-. COSQ — - -V- 81119 -h l - hA'-COSO Y 

W9* ' do ^ \ COS 9 V 

f -4- 771 (rtr -- 1) rr — {ff -H i)x(anp:9 -^im{n~- \)t — o. 



Quoique le système de ces équations soit extrêmement compliqué, 
je suis parvenu à Tintéfçrer sous une forme très simple. 

Divisons Téquation (1) par coso et di(férentions-la ensuite, puis mul- 

\l. — Ètast II. 17 
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ductions, nous trouverons 

— ^'c* cos'9 (^« cos*9 — //!*) -J-; 

4- iî,'*c*sin9COS9(^'*cos*9 — 3//i') , — 7U0* ces* 9 — m^yz 
(a) \ ^^ 

— m|^(^'«cos*9-m«)^ 

4- (^* cos*9 -h m') tang9 ^- 4- ; .,- (^î,'* cos*9 — m-yn - o. 

Portons la même expression de Ç dans l'équation (7), et, après des 
réductions, nous obtiendrons 

— m(a — i)^'c*cos'9(^'cos*9 — m') -7— ^ 

-h w^* c* sin 9 cos 9 [( « "H I ) ^* cos' 9 — - 3 a//** 4- m* J -j- 
4- 2/?i(a — i) {g* cos'9 — /n*)'z 

4- (^'*cos'9 — am*) (^*cos'9 — f^^^)~r ^ 4- (è''cos*9 4- //**) tang9-T- 

cos* 9^ ^ ' J 



On reconnaît qu*on élimine immédiatement y] entre ces deux équa- 
tions en multipliant la première parg^'cos^ç — am}^ la seconde par /ai, 
et ajoutant; on obtiendra ainsi une équation du second ordre en z, et, 
en la divisant par ^*c^(g^*cos^9 — w')*, elle deviendra 

^^^ ^—5^^^^*? ~ ^ sin9C0S9-+- ^^ cos»9 — mMz. 

En tirant yj de Téquation (5) pour le porter dans Téquation (6), 
nous aurons 

1 -rk cos'o — -r- sin9 coso 4- (/r'cos*9 —//iM^ 
W9* • ^9 ^ ^ '* 

dz 
— — (^'c-* — q^) -r- cos'9 — 2^^zsin9C0s'9. 

Aux équations (^), (y)> il suffira de joindre l'équation (5) ou 

(ù) r, - 1 [-^ COS9 - v»z cos'9 j . 
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Intégration des équations différentielles précédentes. 

19. Remarquons que l'équation (^) est toute semblable a l'équa- 
tion {i) du n'* 14; elle n'en diffère que par le changement de g^ en 

Y2 • Posons donc, en général, comme dans ce numéro, 



avec 



_ /w(m-hi) — ^'- 

<i,Vo. j— y 

_ (m -h2)(m-H3) — ^' 

2 . 4 ( //i -h 2 ) 

, _ (^^^ -^-4)(^/^-f-5) — ^^'^ 3 

•^^3 — o / / ^ — ÔT '^tJ 



et, quand u aura une valeur absolue peu inférieure à l'unité, cette fonc- 
tion se calculera très facilement au moyen de la formule (A) du n® 16. 
D'après cela, z étant fini pour u = o, nous devons réduire la solu- 
tion de l'équation (P) à 

(a) 2=z G4>( COS9, r-^i m). 

Occupons-nous ensuite des solutions des équations (y), (S); cette 
recherche peut se décomposer en lés deux problèmes suivants : 

I** Trouver les valeurs de ^^ ''] Çf^i satisfont aux équations (y), (ô) 
quand on y fait z = o ; 

1^ Trouver pour Ç, Y) w/2 système de solutions particulières qui satisfasse 
aux équations (y)» (0) prises entièrement. 

Si d'abord on fait z = odans les équations (7), (S) et qu'on accentue 
l(îs deux lettres ?, rj, on obtient 

"T.T co^"? — ^}r ^*"9 COS9 4- (.^"^ cos*9-- //**);':= o, 

m d'j 
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Comme 5' doit rester fini pour 9 = -» j'en conclus, en désignant 
par A une constante arbitraire* 

i |' = A*(cos9,é'*,m), 

Je vais ensuite donner synthétiquement le système de solutions par- 
ticulières qui satisfait à (y) et k (0), et je le vérifierai. 
On satisfait à (y) en prenant pour ^ l'expression suivante 

c/^(cos9, ^1 m) 

<; -- — Lc'C0S9 ^ -I ; 

CZ9 

on en déduit, en effet, 

-^ = — CcM -T-r-coso— -j-sino ) -iCcM ^cos© ) *, 

^/9 \"? "9 / \^ COS9/ 

->-r- = Ce* -irC0S9 ) -j CcM ^sin9 h -:- mM <t. 

«9* \c* ^ coso/ «9 \c' ^ cos*9 / 

Substituons dans (y) et remplaçons aussi z par la valeur trouvée 
ci-dessus, nous verrons qu'il y a identité entre les deux membres. 

Substituons ensuite ^" à la place de ^ dans (0), et nous aurons 
pour Y) 

ff^— -T^coso ûr'q^coso; 

remplaçons -j- par la valeur trouvée ci-dessus, et il restera 

y/ = — Cc«m<fr. 

Ainsi nous avons pour les équations (y)» (0) ce système de solutions 
parliculières 

( ^ ^'^(cos9, ^, m) 
1 ;' =— Cc*cos9 :; , 

f Tj' -" — Cc*m ^ f cos 9. 77 > //* ) . 
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Ajoutons les expressions (b) et (c) et remplaçons A par Am, nous 
aurons pour le système des intégrales cherchées 



= C*(cos9, ^j mjy 



^ ^ ' I =ixcos9 = Am<t(cos9, ^*, m) — Cc**cos(p ^ — -z -, 

Y) — Ycosç — Acos9 ^ — -^—^ — Cc'm<p( COS9, ^1 m j. 

On passe d'une des deux quantités ^, y) à Tautre en permutant A avec 
— Ce* et g'* avec^- 

Si les valeurs de x, y, z n'étaient pas assujetties à rester finies pour 
ç = -, il faudrait ajouter aux trois expressions précédentes respecti- 
vement les trois suivantes : 

C'^^cos9, ^, — m\ 

£/0f COS9, ^> — mj 
A'/n^(cos9,^', — m) — C'c*cos9 -^ ^ -t 

.f rf*(cos9,^*, — m) nt 't ^1 7* \ 

A'cos9 ^^ -j^-^ — Ce* 7/1 0(cos9, ^> — m j, 

A\ C étant deux constantes arbitraires. On aurait ainsi les solutions 
les plus générales des équations différentielles (i), (2), (3) du n" 17. 

Cas particulier où m = o. 

20. La question du mouvement vibratoire d'une cloche sphériquc 
doit être examinée à part dans le cas où m est nul. On reconnaît alors 
facilement que les équations différentielles du mouvement sont 

(I) ^ C0S9 - ^ sin9 4- ^ z C0S9 =r o, 

(II) ç = xcos9 = — c'-^cos9, 

/iif\ ^'*^ ^^ • t 

(Jll) ^r-ïC0S9 -h -, 8109 -h ^*r) C0S9==0, 
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et ainsi la quantité y) qui donne le mouvement suivant les parallèles 
est indépendante des quantités z et x qui déterminent un mouvement 
de période différente. 
De (I) et (II) on déduit 

/ 7« \ rf*(cos9,^,o) 

Z:==Ctfr^C0S9, ^,0J, Xrzr-Ce» ^—^ 



La formule (A) du n*^ 16 donne 



^(u 2^,oV- ^— p^ ^v^ p^ 



avec 



-\ÙV'^ 



-+-I, 



P', P*' étant les fonctions du n"* 15, dans lesquelles on fait m = o et 

où l'on remplace g^ par ^- 

On déterminera g^ ou A* par la condition relative au bord •<? = o 
(nMO)ou 

7{a — ï)z -ha -z {a - - 3)xtang9 = o; 

cefte condition peut s'écrire 

d^z a — 2^ di 'Jt{a — i) 

«9* a ^ «9 ac^ 

ou, en ayant égard à l'équation (I), 

rf*(cos9,?J,o) 
{a) asin9 — ^ — ^'*( 0059,-4^,0 J C0S9 = o, 

et cette équation a lieu pour la valeur 9' de 9 qui appartient au bord. 
D'après le commencement du n° 17, on a 
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Les deux dernières quantités s'expriment au moyen de g^, qu'on prend 
pour l'inconnue. 

Si la cloche est hémisphérique, l'équation (a) se réduit à $ = o, et, 
comme P" est nul et P' égal à i pour ç; = o, il faut que l'on ait 

r(a + i)r(i-a)z:=:oc; 

les racines de cette équation sont 

a, — i 3 s. 

et 

mais, comme a est positif, il faut prendre pour a un nombre entier po- 
sitif que je désignerai par n\ j'aurai donc 



^-^Jv/^S-^'^"' 



et ensuite successivement 

^«_ 4a-i-2 
^*— [a/i(2/i — i)a-i-4^ — 2]^* -h( 6a — 4)2/1(2/1 — i)=ro. 

On tirera de cette équation deux racines réelles et positives pour ^, 
et l'on en déduira deux valeurs correspondantes pour A^ d'après la pre- 
mière équation {b) et ensuite les deux sons qui y correspondent. 

21. La solution de l'équation (III) est 

. rf^(cos©, ^^^-S o) 

Y) = A CCS 9 -r 9 

A étant une constante arbitraire, et la condition relative au bord est 

d\ dt) 

Ylango-h-— — o on -, -4- 2 yî tango = 0; 

' dQ d^ <r . 7 
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remplaçant yj par sa valeur, puis réduisant d'après l'équation du se- 
cond ordre qui donne $(cosç, g^^ o), nous aurons 

2 Y sin9 — 4,'*<P(cos9,^'-, o) cosv — o, 

équation plus simple que (a), parce qu'elle ne renferme que g^'. 

D'après le raisonnement fait ci-dessus, si la cloche est hémisphé- 
rique, les valeurs de g^ seront données par l'équation 

OÙ n est un nombre entier et positif. On en conclut ensuite A- et la 
hauteur du son. 



Conditions aux limites pour m quelconque, 

22. Les deux conditions relatives au bord de la cloche sphérique 
sont(n° 10) 

V — o ou a^-h6G — o el X) — o 

OU, en remplaçant ^, 6, t) par leurs valeurs, 

dx , . ^ , . , V 'w 

a-, (a — 2) X tango -h2(a — i)z — (o — 2) — y — o, 

aç ^^ COS9 

m d\ 

X + y tango -h -,- := o. 

ces ç °^ ao 

Si nous faisons entrer ^, y] au lieu de x, y, elles deviendront 

a-^ COS9 -h a^sincp -+- 2(a — i)z cos*9 — m{a - 2)yî ~ o, 

mÇ -h -7- COS9 -h 2r< siii9 — :o. 

Substituons pour $, yj leurs valeurs (d) (n" 19); mais, pour abréger 

M. — Élast, n. 18 
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l'écriture, posons -^ = £* et désignons simplement par ^(g^), ^(£*) 

les fonctions $(coso,g^*,/w), ^(cos^, £^,/?i), en cessant d'indiquer 
les deux éléments qui sont les mêmes dans les deux fonctions; nous 
aurons, après des réductions pour ces deux conditions, 

2 A m cos 9 — -j^ h 2 A /Il <P ( ^* ) sîn 9 

- - 2(Ic'sin9COS9 — y^ ^ Cc'(^'*cos^9 — 2m') ^(e') = o, 

— i Ce* /w cos 9 — j 2Cc*/7t<P(c*) sin9 

a 

-r- 2 A siii9C0S9 — ;y - A(j4,'*cos*9 — 2m*) ^(^*) =: o. 

Éliminons le rapport de A à Ce' entre ces deux équations et nous 
obtiendrons 

[(^*cos*9 — 2m*)*— 4^^**810*9] 0(^'')0(ê*) 

~2^*sm9COS»9lO(^*)— ^^— ^ -r-0(6-) j;5 M 

4- 4 cos-9(sm-9 - m*) — ^^ — ^V-' = o; 

d'ailleurs, d'après la troisième formule {b) du n° 20, on a 

c* "~^ a^r — 6a-h4' 

ainsi l'équation précédente détermine g^ et par suite A^. 

Si la cloche est hémisphérique, cette équation se réduira à la sui- 
vante, où il faudra encore faire ç = o dans les fonctions $ : 

(^*-2m*)*^(^*)0(£*)-4m' ^ }f ^ ^o, 

et, en se servant du théorème fourni par la formule (A) (n*» 16), on la 
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mettra sous cette forme 

( .xr* -^.mn ' 

r(a-i-i)r(/w -+-I — a)r(a'4-'^)r(//i -ri -a') 

_ _^ iGw« 

~ r(a)r(//i -h f^^cx ) Y ("y )T ( m -T]"^.' ) 

en faisant 



o, 






I . 



CHAPITRE X. 



SUR L'ÉQUILIBRE 1)TL\STICITÉ DXN PRISME RECTANGLE, 



Lamé, dans ses Leçons sur la théorie mathématique de V élasticité y a 
attiré l'attention des géomètres sur l'importance du problème de la 
détermination rigoureuse de l'équilibre d'élasticité d'un parallélépi- 
pède rectangle. Après avoir cherché la solution de cette question sans 
succès, il la fit proposer, pour sujet de prix, par l'Académie des 
Sciences, de 1846 à i858, mais encore sans résultat. 

Je me suis déjà occupé de ce problème, en 1881, dans le XLIX* Ca- 
hier du Journal de i École Polytechnique; mais je présenterai dans ce 
Chapitre des résultats plus généraux, et je donnerai l'entière solution 
du problème de l'équilibre du prisme rectangle, dans le cas où ce pro- 
blème ne dépend que de deux dimensions. Il peut alors s'énoncer de 
la manière suivante : 

Un prisme homogène y droit et à hases rectangles, a ses deux hases ap- 
payées contre deux murs parallèles et fixes; des pressions normales don- 
nées sont exercées sur les quatre faces latérales de ce prisme. De plus, les 
pressions sont les mêmes sur une m^me face, tout le long d'une ligne pa- 
rallèle aux arêtes latérales. On demande de déterminer toutes les circon- 
stances de la déformation du prisme et la résistance que devront opposer 
les deux murs sur les hases de cette poutre. 

Ainsi l'on pourra déterminer, en particulier, la déformation d'une 
poutre rectangle, dont deux faces sont horizontales, la face supérieure 
étant également chargée dans toute son étendue. 

La solution de ce problème est susceptible d'applications; car la 
pierre peut être considérée comme sans élasticité et comme n'éprou- 
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vant aucune déformation, pourvu qu'elle ne soit pas soumise à des 
forces assez grandes pour produire sa désagrégation. 

Les procédés employés dans ce Chapitre pourraient servir au cas le 
plus général de l'équilibre d'une poutre rectangle sollicitée par des 
forces à sa surface; mais ils conduiraient à des calculs tellement com- 
pliqués, qu'il serait impossible de les utiliser. 



Comment le problème peut se partager en plusieurs autres, 

1. Plaçons l'origine des coordonnées au centre du parallélépipède 
et l'axe des z suivant la longueur de la poutre, puis les axes des x et 
des j parallèlement aux côtés de la base. Ainsi, représentons les quatre 
faces latérales du prisme par les équations 



, ^ 


b 


.r "^ - > 


r — =t - 


2 


2 



Par hypothèse, les forces tangentielles exercées sur ces quatre faces 
sont nulles, et les forces normales exercées sur les faces ne dépendent 
pas de la coordonnée z. Ainsi les données relatives aux pressions exer- 
cées sur les faces seront de cette forme 



î^i^/(j) P«"i' ^~ 



^x-^Mr) » -r 



N,--9(.r) » V 



a 

— » 

2 

n 

— » 

2 

t> 
2 



N,— 9,(j:) I) Y = -- 



1 

2 



ces quatre fonctions étant négatives, si elles désignent effectivement 
des pressions (Chap. I, n" 1). Or ce problème se divise en quatre 
autres et tout semblables, qu'on obtient en conservant la pression 
donnée pour une des quatre faces et supposant nulles les pressions 
exercées sur les trois autres faces. En ajoutant les solutions de ces 
quatre problèmes, on aura la solution du problème proposé. 
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PROBLÈME A. 

Équilibre d'élasticité de la poutre pressée sur deux faces opposées 

et de la même manière. 

2. Reportons-nous aux notations et aux formules du commencement 
du Chapitre II; w, v, w sont les projections du déplacement de chaque 
point {x^y^z) du prisme; w est actuellement nul, et w. v ne dépen- 
dent que àex ety. La dilatation de volume u est exprimée par 

du ds^ 

\j ^1 — 4- — . 

dx dy 

Les forces élastiques sont données par les formules 

N|l= Xu + 2/JL-— j N,I= X'J H- 2/JL-J-» Nji^- Xu, 



T, ^ o, T, ^ o, 



(du dv\ 



Ensuite, si Ton néglige le poids du prisme, u et (^ satisfont aux deux 
équations 



o. 



d'j /^ / ^^ " d* u\ dj |JL / d* V d' v 

Ëntin les conditions a la surface latérale sont 

^i^/(y)f T,= o pour x—:z^s 

>(j3i:0, 1,-0 . » / — m-' 

Pour ne pas trop compliquera question, nous supposerons que/( v) 
est une fonction paire; mais la solution s'obtiendrait exactement de la 
même manière si la fonction/(y) était impaire, et/(v), dans tous les 
cas, peut se partager en une fonction paire et une fonction impaire. 

Posons, pour abréger, 

JL. --£. 

A -h fx 
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les deux équations {a) deviennent 

ib) Aw =: -j-» Ar=^ ^-> 

£ dx £ a/ 

et Ton en tire 

(f) A'j -^ o. 

Remarquons que les équations précédentes pourront être appliquées, 
quand le prisme, au lieu d'être isotrope, aura seulement un axe d'iso- 
tropie parallèle à la longueur. Pour le reconnaître, il sulBt de se re- 
porter aux expressions des forces élastiques dans un tel corps (Chap. I, 
n**24), et Ton verra que N,, No, T,, Ta, T3 conservent exactement la 
même forme que précédemment, dès qu'on suppose w = o eiu^ç in- 
dépendants de :;. Il en résulte qu'on aura encore les équations (i), et 
que les conditions à la surface latérale resteront aussi les mêmes. Le 
calcul suivant restera donc applicable. Il n'y aura lieu de changer que 
le coefficient X de N3 en un autre X', et les résistances que devront op- 
poser les deux murs sur les bases du prisme seront seules modifiées. 

Introduction de séries. 

3. Au lieu des signes sinh«r, cosha?, qu'on emploie ordinairement 
pour désigner les sinus et cosinus hyperboliques, adoptons les signes 
c{x), E(a?), afin de simplifier l'écriture, et posons pour la fonc- 
tion/(j), qui est paire. 



Posons aussi 



avec 



/(/) = Ao -h 2„ A^ cos/17. 

uj— Bo -1-2;, BrtE(/ix) cos/ij, 
y, — ill)o -h 1,n ^^tn E ( niy ) cos m x, 



OÙ nous faisons 



(ci) m = -^-— » n — — ;— , 

^ ' au 
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p, q étant les nombres entiers positifs i, 2, 3, /j, ..., et les signes 
sommatoires S s'étendant à toutes les valeurs de p ou de q. 
Considérons une fonction F qui satisfait a l'équation 






la fonction Fêtant connue, on satisferait aux deux équations (A) en 

posant 

r/F ^F 

u— ~ y r -- — - ; 

fi.r (ly 

toutefois on ne pourrait satisfaire de la sorte à l'équation 

du r/r 

mais u,, u^ satisfont séparément à l'équation (c), et l'on en conclut 
qu'on satisfera aussi aux équations (A) en posant 

^F r , 

r/.r •>' 

a étant une constante quelconque; enfin, en portant ces valeurs de // 
et V dans l'équation (^), nous obtenons 

a — • 

H- 

Nous avons ensuite à satisfaire aux conditions à la surface, qui 
peuvent s'écrire ainsi : 



('> ^./..^-^V ^''"■^V 57^*'^^ »^^"'' ^".' 

{'>') -^> pour J ~ ^ 

/ o -k ^' F . V à « 

(3) Aj -h ÎÎ/JLXJ, -h 2/JL -7-^ :-i Ao-^ i Art COS/I V pouT .r — - , 

,, . ^F h 

(4) /y-hafzajj-H aji ^^ =0 pour j -• 

M. fJast. n. 19 
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Faisons maintenant F= F, -h F^, en posant les équations 

d^ d^ _i_ 
d.r^ ~^ dy^ -^ s ^'* 

d^ d^ __i_ 
dy^ "^ dy^ - £ ^'' 

et, comme F, et Y^ doivent être des fonctions paires, on en conclura 

F, — — ^s^""^'" ^2 7i ^" ^^^i'^^'^) cosny -i-^ H«E(/i J-) cos/ij, 
F, = - — ^'^7'— --^^/'hnyC(fny)cosrn.T-t-^,^,„E{mf)cosmjr, 

H«, S/n étant de nouveaux coefficients et les quantités m et /i, par rap- 
port auxquelles on fait les sommations, étant encore données par les 
formules (rf). 



Elimination des coefficients H„ et 5m« 

4. En portant les expressions précédentes dans les équations (r ) 
et (2), nous aurons 



;2''-KT)-V<T)l'i»".'- 



— 2 



^/i» H;,^ ^^ j sinwy — «^^"'^ ( v) ^'"''^ — ^' 



— ''.y]''*"^'»^ ( ) ^^^^^^ ~ «2^^'"^ ( ) SÎnma: = o. 

Dans la première de ces deux équations, égalons a zéro le coeffi- 
cient de sin/iv; nous aurons 
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et nous obtiendrons de même 

, ... , ■ " <v) 

Om - "^m I i "T" 7 — , f V 

^ ■ i/zr 4'"Ê ,. / fnb\ 

Formons ensuite l'équation (3), et nous aurons 

( >. H- o. pia ) 2 B„ E f -^- j cos ny -i- X^ iiî>,„ E ( m y ) cos -^- 

-?2».["'-(t)*tKt)]-"^ 

fx\^ H;,/t*E f — - j cos/i^ 
-H '^^ï»l>„.wyC, (m y)cos -^ 2/x^^,„//i"L(mj) cos -^ — ^A« cos/n'. 

Substituons dans cette équation les formules précédentes, et nous 
obtiendrons, en simplifiant, 

[(À-f- 2/JL)Bo-h).Ul>o— Ao] 



c. ^ 



(?) 



A -+- /x 

Viu Vj^('^"\ '*^' ' I A„ j 
^ 7. I "/i I J^ — ^- • — * \" I — -i f cos/e y 



/ //I A 



-) 



v^ . ma] „, ,1 »i/> V 2 / I r 

^2( »''"'« cos — ■ E{my) 1 ' " V TJlTtlJx I "^ "'•'"^ ^"'•'■\' '^^ 

Nous aurons de inéine, au lieu de la condition (4), 

2r„ f nih\ mh i ~| 

i»î>,„ I E ( - - 1 , , - I COS//i.i' 

,i r ^{-Y\ I 

2fl« "^ I »^/ ■ V I /m V 2 / I f 

B„C0S — {E(/ex)| I I -+-/ix^L (/i.r) ' -o. 
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Si l'on multiplie Téqualion (p) par dy et qu'on intègre de — - 

à -h -y celle équation se réduira à sa première ligne. Il en sera de 
même pour l'équation (y), si on la multiplie par dx et qu'on intègre 
de ^ à 7' On a donc ces deux équations pour déterminer B© et ubo 



(>. -h 2/jl)Bo-4- XUl)o= Ao, 

Après avoir supprimé la première ligne dans chacune des équations 
(jï) et (y), nous aurons deux équations pour déterminer les coeffi- 
cients B« et TJb,„. 



Transformation des équations (^) et (y). 

5. Multiplions l'équation (y) par cosmxdjc et intégrons de 

à H — ; nous aurons 



o =z \S\y,n 




mb 
1 



hW 



\' B« cos — \\ I — 7 r I / l^inx) co%mx dx -^ n 1 xC(n 



x) cosmxdx 



f 



Or on a 

^, ^ j ni^ (nx)cosmx -h mE( nx) sinmx 
E(nx)cosmxdx =^ r 



/i 'in Ci — ) 
E ( /i a* ) cos m X dx z:^ — - — ^^ — r— cos 



î 

ti 



r rr X j /;irt a \ 2 / V a / "^ Va/ 



r ) cos m xdxz=^2 cos — — — — --r > 



n 

i 



a (/**+//**)* 
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la seconde intégrale définie se déduisant de la première par la difTé- 
rentiation par rapport à n. Substituons les valeurs de ces intégrales 
définies dans l'équation précédente, et nous trouverons 






û 'wa v^ ^ m}n „ / na\ nb 

= — 8 cos — > B« - — r-- Ci — ) ces — 



On déduit de même de Téquation (^) 



\n — 8 COS > }i\>m /— i ÏTÎ C ( ) 



'ma 
COS 



Détermination des coefficients B^, iib,,». 
6. Posons, pour abréger, 

et nous aurons, au lieu des deux dernières formules du numéro précé- 
dent, 

8m*cos 



'm 






\ 2 / 



8 /*■ cos - - 






I . 3 v^ . w ^,(mb\ ma 
: r A„ r- > Ub/w 7— i TT, 6 ( ) cos , 



en indiquant maintenant au-dessous du signe sommatoire la quantité 
par rapport à laquelle se font les sommations. 
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Substituons Texpression de ift^^^dans celle de B„, et nous obtiendrons 






o-o^"^ 



64 n* cos — 






/i' désignant la quantité -j-^ et ^ un des nombres 0,1,2, . . . , jusqu'à 

l'infini. 

Remplaçons B^ par sa valeur tirée de cette formule même et imagi- 
nons que cette opération soit répétée un nombre infini de fois; nous 
obtiendrons facilement 



64 n^ cos — 



B« = 



—? — rA«-i y — r- (iii-i- -4n,-f- -^n,H-... ), 



en faisant 



ni=>, /t'Av + - - cos > 7 = ^. r >rr, 



et Ton suppose dans ces formules que Ton a 



n r_ — ^ — , /r ^ ^ 



6-' " -ir' 



ip'll - 20 TT 

a a 



en prenant pour chacun des nombres q\ q'\ . . . et y, /;", . . . toutes les 
valeurs entières i, 2, 3, .. ., jusqu'à Finfini. 
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Posons ensuite 

Ht) 



//l' 



(m* -h /!«)*( //i* -h /i'«)' 



m 






Il n'est peut-être pas inutile de remarquer que, si l'on remplace 
0,(w", n) dans la troisième de ces formules au moyen de la seconde, il 
conviendra d'augmenter d'une unité dans cette seconde formule les 
indices des quantités par rapport auxquelles se font les sommations, 
afin de bien distinguer des sommations différentes. 

Remarquons aussi que toutes ces fonctions de n et n' sont symétri- 
ques par rapport à ces deux quantités, ainsi qu'il est aisé de le vérifier. 

Nous voyons ensuite que l'on a 



".%^-^"--2:,»'*-+(=r)'='""r ♦■<»•"■ 



) 



-i- 






expression qui pourra s'écrire plus simplement 
Nous aurons donc finalement 
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7. Calculons de même le coefficient Di>,^.. En éliminant B;, de la for- 
mule qui donne ifi;„, on obtient 



om'cos 



^^m=- 



a(>-t-/*)T(— j 



ma 

Remplaçons ift>m' par sa valeur tirée de cette formule même, et conce- 
vons que Ton répète celte opération un nombre infini de fois; nous 
trouverons 

ma 



8m*cos 



Ul,^r=- 






avec 



wv V^ A /i , f na\ nh 

Pi =7 A«r ÎTÎ+I — icos — , 

P, =2„." ^"■'^ [-t) ^"^ T- 2„. (m"+ /.")' '^ (,— j 2<„ (..'+ m")' (n«+ m»)' '^ (l" 



)• 



Posonâ 
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nous en conclurons, pour l'expression de ysi^f 



i53 



^^^m = — 






8. Pour simplifier le calcul numérique de ces formules, faisons 
T = a, puis posons 






(à) 






les signes de sommation se rapportant à toutes les valeurs entières et 
positives de p ou de q'. Alors nous aurons 

*,(/!, n') = (^ ) A,(7, 7'), <I>,(/i, /w) = (^j a» A,(;>, 7), 



Si nous remarquons, en outre, que l'on a 



co^ma 



^ (-')", 



nh 

cos — (-- i)*/, 



M. — Èioêt, U. 
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nous obtiendrons 



B.= 



- a + fx)r(y7r«) 






^-,a^A,(/?,^) 



De la convergence des séries désignées par la lettre A. 

9. Si l'on se reporte à l'expression de 'l(^) donnée au commence- 
ment du n" 6, on reconnaît facilement qu'elle croît depuis zéro jusqu'à 
l'unité quand x croit de zéro à l'infini. Les quantités 

étant plus petites que l'unité, quels que soient/?, q, pour démontrer la 
convergence des séries (S), il suffit de démontrer celle des séries 
qu'on obtient en supprimant dans les précédentes les facteurs de la 
forme (a) et qui sont 

> 

Posons 

J.(</)=2p(y»»+«'<7»)'' 

JiC/») =2à,. {]F^ 5^V«)» 2àp. (;»"-+- a» y'«)« ^2i,(/>«-^a'9'«)«''' ^^'^' 
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les signes de sommation étant pris comme dans les formules précé. 
dentés et dans les formules (o). 
Remarquons ensuite qu'on a 

si donc, dans l'expression de &\{q^({')^ on remplace la quantité du 
premier membre de cette inégalité par celle du second membre, on ob- 
tiendra une expression plus grande que @i(7«?')- On aura donc 

et l'on aura ensuite successivement 



10. Nous avons 



p = I 



Construisons la courbe 

depuis œ = o jusqu'à a; ^ oo. Marquons sur l'axe des x les points qui 
ont pour abscisses i, 2, 3, ...; puis, à partir de l'abscisse i, construi- 
sons des rectangles qui aient pour bases les divisions égales à Tunité 

situées sur Taxe des a?, et pour hauteurs /(i), /(2), /(3), La 

somme de ces rectangles est J|(7). Ces rectangles seront tous inté- 
rieurs à la courbe jusqu'à l'ordonnée maximum, et seront ensuite exté- 
rieurs. Or il sera facile de voir que la partie de la surface comprise 
entre les premiers rectangles et la courbe est plus grande que les por- 



tiofià ilerï àtîcoailâ r»H:un^Ies si;:j«j?es en Jehorj île Là cuurbe. Oq ea 

OOQclllt 

K f < I 



♦*U par ^iiAe. 

' / < : • J / < — r— ^ 

D';ipre!5 oetie -if r'j.^^re iiie;^:il '.e^ -ju «à eaàuite 

I. . < — V __^ : 






[)ii.:r. d ,iyr*i aae CijQrîi'ieruti'ja .{li v\eiit J*iitre loanet? 



r i.c 



^- — i- / - - J- — jr r* - 2 j- 



f 



r X I- 1' X J' 



R'^vetiaiit eisu Cii aii f'jiioL.jdrir:», a'>aî trouvons 



^ /• / 



^1 .''. / 



^5 /. / 



^. .'. ; 



2 i* 


• 


r 


I 


l' x- 


?- /- 


I 


r 


2 X' 


/■/^ 


I 


I 



1 i'^ -J- r 



A!a^i Li e^t eu! !'. [i* le:» séries t> -^t. J pli^ r'-rte nii>on* les s*;nes A 



♦ . _ ♦ • _ . _ . » 
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Les A étant plus petits que les 0, on a 

TU* TU 

4 a* /y* 7* 7:* \'-'// TjV \r // 

et, en se servant des inégalités précédentes, on obtient 

A,(7»7')^- !Lia*A3(7,7')-+- ^'-^•A5(7»7')^---- 

7h 7k 



<8 



«'7*7'- \ 71* ^7r*^"7' 



(7,'î :p^t ^.yi ^-•^«^^i(A'»7)-+-^«•A4(/>,v)-^-••• 



< 






Donc aussi les séries représentées par les premiers membres de ces 
inégalités sont convergentes, et leurs valeurs sont respectivement plus 
petites que 






Convergence des séries qui représentent u, et u^. 

11. Dans la formule qui donne iPo,„ à la fin du n*' 8, prenons tous les 
termes avec le signe -h, et augmentons à tous leur valeur en rempla- 
çant 'K^ira) par l'unité, et la série entre crochets par la valeur plus 
grande trouvée à la fin du numéro précédent; nous obtiendrons l'ex- 
pression 

TT ' \1 (A;,) 



_ ' y^ ÇA, 

(71* — 4)(À-+-fx)a ( pr.xZà^ (j 



en désignant par (A„) la valeur absolue de A;,. 
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Nous avons représenté la fonction /(j) du n" 2 par la série 

Ao-h^ A„cos/ij, 

qui est toujours convergente, d*aprës la théorie des séries trigonomé- 
triques; mais, pour la convergence de cette série, il faut que le coeffi- 
cient A^ ne décroisse pas moins rapidement que - ou -; on peut donc 
poser 

(A«)<:^, 

C étant une constante indépendante de q et p. Donc la valeur absolue 
de '\!^>,n est plus petite que 



(71*— 4)(À-l-fx)a ^( pTz\^^q' 



Ctt I ^ I 

W) -'' 

où Ton a 

ifbm est donc donné par une série convergente. Remplaçons oi>M par 
cette quantité plus grande dans 

u, := ^ \\\tfn E ( m y ) cos m x , 

et nous obtiendrons, à un facteur constant prés, la série 



c\ 



( mh 



)E(/ny) 



z\ -A — T\ ir cos m x^ 

qui est convergente pour toute valeur de y comprise entre et 

-H -; donc la série qui représente Ua est, à plus forte raison, conver- 

gente dans le même intervalle. On démontrerait de même la conver- 
gence de la série qui représente u,. 
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Résumé de la solution du problème A. 

12. Ce problème est le suivant : Trouver les déplacements molécu- 
laires d'un prisme rectangle dont les bases sont au contact de deux parois 

parallèles el fixes ^ quand deux faces latérales et opposées a? = =h - sont 

soumises à des pressions normales /(y) gui restent les mêmes le long 
d'une ligne parallèle aux arêtes latérales et qui soient aussi les mêmes sur 
ces deux faces. 

Pour résoudre ce problème, nous commençons par chercher la dila- 
tation cubique u représentée par la formule u = u, -+- Uj avec 

où l'on a 

a b 

et OÙ les signes de sommation s'étendent h toutes les valeurs i, 2, 
3, . . . données à/? ou à q. 
Développons/(v) en la série 

/(7) = AoH-2a«cos/iv, 

où n a les mêmes valeurs que ci-dessus. Puis considérons les fonc- 
tions A,, Aa, Aj, ... définies par les formules (S) du n^8 et posons 

nous aurons 



!«»«. = — 



m 






^(J--»-F)^(-'^)^" 









1. ^ 



V.. 






... &. 



î 1 f"r. .:r* -^i'^T- — *•! -l»ll»i 






«•m-- 



:«ii^ T . r 



i.-.::i •■! * ::-\ »--- i- -• -'i:-"::ir i m i".iir nit*'— 



• nif'ii* ri )•■".«-:.•- i-/ »*- 



-ir 



n "piii''.-'"» 4.:i?^ 



j = 3. r - ^ 3 



I 



i_ I 






» * •>'î-i • 



— ^. • ^ 



■» 

L ■ 



7 
I 

■ 

I 



^ ] -- 



••-'1 .• ^ •î»., i 



•'-.W j- 



î. 






c..- -jn*' t '»ir \ 









• • ■ 
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et il en résulte 



1(M 



(«) 



1/. (/>'-!- 7')' (A'*-*-'/")' 

|v..,)=2,$4^.A,(„,',. 



Comme on a 

on voit qu'il y a deux manières de calculer chacune de ces fonctions 
au moyen des précédentes, lorsque les deux nombres qui y entreront 
seront différents. 

La quantité '|'(/''^) ^^"^ rapidement vers Tunité quand p croît, et 
Ton a 

v^Tu) =0,97345. . ., '1(27:) -0,99991 . . ., 

Par suite, on calculerait facilement les fonctions (a), si Ton trou- 
vait un moyen commode de calculer les fonctions d'une nature beau- 
coup plus simple qu'on déduit des fonctions (a) en y remplaçant les 
fonctions ']f par l'unité. 

Dans le cas particulier de a - 1, j'ai calculé les fonctions A avec 
cinq décimales, et l'on en pourra déduire aisément les fonctions U, 
et U2. 

Valeurs des pokctions A,(y^, 7) da.ns lk cas de a = i. 

Fondions Ai (/>, 7 ). 



Posons, pour abréger, A,(/>, 7) ^ (p, q); nous aurons 

( 1 , 3 ) -=10, oo58G, ( 1 , 4 ) 
(1,7) .0,00043, (1,8) 



(m; 


1 _ 0,0770.?, 


(1,2) ==0,01731, 


(i,5] 


1 _o,ooia8, 


(1,6) —0,00072, 


('.9) 


1 0,00018, 


(l, 10) 0,00012, 


(2,3; 


1 0,00522, 


(2, 3) -- 0,0021 5, 


(2,6; 


) , ooo36, 


(2,7) :-- 0,00022, 


(3,3; 


1 - 0,00102, 


(3, 4) --o,ooo55, 


(4,4; 


1 -- o,ooo33, 


(4, 5) —0,00020, 


(5,5; 


) _-o,oooi3, 


(5,6) -^0,00009, 


(6,6. 


) - 0,00007. 

M. — ÉlasL II. 





- 0,00204, 

— 0,00028, 



(2, i) --OjOOioG, (2, 5) ^ o,ooo56, 

(3, 5) - o,ooo32, (3, 6) ==0,00022, 
(4,6) :^o, 00014, 
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Fonctions Ai{p,g). 



Posons Aa(/>, q) = (/?, q) : 



(1,0 


0,02705, ( 


1,2) , 00693, 


(',3) 


0,00268, 


(1,4)=: 0,00124, 


(1.5) 


0,00067, 


1,6) --- 0,00087, 


(1.7)^ 


— , 00026, 


(1,8) 0,00017, 


(•.9) 


0,00012, 1 


[i, 10)- 0,00009, 








(2,2) 


—0,00202. ( 


[2, 3) :^ o,ooo85, 


{■>;'a)-- 


— 0,00043, 


(2,5) 0,00024, 


(2,6) 


0,00017, 1 


[2, 7) -_ 0,00010, 








(3,3) 


, 00089, ( 


3, 4) - 0,00021, 


(3,5): 


— 0,00012, 


(8,6) — 0,00008, 


(4,4) 


0,00012, ( 


/i,5) o,oooo3, 


(4,6) 


— o,oooo5. 




(5,5) 


o,oooo5, ( 


5,6) o,oooo3. 









Fondions \j{p,q), 



Posons A,(/), q) — (p, q) : 



(',0 
(1,5) 
(3,3) 
(3,3) 



o,otoo5, 
o , ooo3o, 
o,ooo83, 
0,00016, 



(•.2) 
(',6) 

(2.3) 

(3.4) 



0,00274, 
0,00018, 

o,ooo85, 
0,00008, 



(1,3) 
(1.7) 

(2,4) 

(4,4) 



0,001 10, 

O , 000 I 1 , 

0,00017, 

o,oooo5. 



(i,4) = o,ooo55, 

(1, 8) zn 0,00008, 

(2, 5) =.0,00010, 



Fonctions A^ ( /?, ^ ). 



Posons A4O, q) = (p, q) : 



(1,1) o,oo384, 


(1,2) 0,00108, 


( I, 3) — 0,00045, 


(i,5) 0,00012, 


(ï,6) 0,00007, 


(I, 7) _ 0,00004, 


(2,2) 0,00082, 


(2,0) 0,00018, 


(2,4) 0,00007, 


(3,3) 0,00006, 


(3,4) 0, 00008. 





(1, 4) = 0,00022, 



Fonctions A,(y9, ^). 
Posons Ai(p, q) = (p, q) : 

(i, i) = 0,00149, (1, 2) = 0,00043, (i, 8) = 0,00018, ( 1,4) = 0,00009, 
(2, 2) =1 0,00012, (2, 3) = o,oooo5. 



(1, 1) =0,00058, 
(2, 2) = o,oooo5. 



Fonctions Ae (/?, ç ). 
(1,2) = 0,00017, ( 1, 3) = 0,00007, 



i 
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Fonctions \i{pfq). 
( I, I ) =0,00022, (1,2)11=0,00006. 

Fonctions Ag(/?, 7). 

( I, l) r= 0,00008, ( I, 2) =0,00002. 



PROBLÈME B. 

Équilibre d'élasticité d'une poutre soumise, sur une face, à une pression, 
et, sur la face opposée, à une tension égale à cette pression. 

14. Comme il a été dit n° 1, nous supposons w nul, et nous avons 
les mêmes équations que pour le problème A; mais les conditions re- 
latives à la surface latérale sont 

Ni= /(v), Ta -o pour .r= ?, 

Nî ~ o, T3 - o » r - ± - . 



Nous supposons encore que/(j) est une fonction paire, et nous 
posons 

Faisons ensuite 
en prenant 

277: (2/-Hl)7r 

n = -4-> m = , 

/> a 

q ayant les valeurs i , 2, 3, . . . et y les valeurs o, i , 2, 3, . , . , et les 
signes sommatoires se rapportant à ces valeurs. 
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Nous considérons encore une fonction F qui satisfait à Téquation 



et nous prenons 






i' = -,- -h a / J, dy. 



dy 



Les fonctions u,, 1*2 sont impaires en x et paires en y\ il en est de 
même de la fonction F, et les huit conditions aux limites se réduisent 
aux quatre suivantes : 

I \ d^¥ ^ rdj, . C d'^^ « 

(2) =0 » ^—2' 

(3) Xj -h 2 ftg Jt -f- [1 -7—7 = Aq -h ^, Aff cos/i j^ » œz=z-y 



(4) AjH-2fxaj,4-5/x^^ =0 ») 7=-- 

Faisons maintenant F = F, 4- F2, en posant les équations 

d^ d^ _ £ 

^r* "^ dy* ~ e""'' 
d^F. d'Fj _ _ I 

et, comme F, et F^ doivent être des fonctions impaires en x et paires 
en V, nous en conclurons 

F, — •— - D.r' V - B„.r E(/ij:') cos/j v -+"2 H„C(/ix) cos/i/, 

F,= ^^ — \s^f„fC{my)s\nmx-h^^f),„E{mr)sinmjrf 

H;,, 5,» étant de nouveaux coefficients. 
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Élimination des coefficients H« et p,„. 



15. D'après la forme de m^ on a 



ma 
cos =o; 

2 



il en résulte que l'équation (i) se réduit à 

» =2 1 ^Kt)- Kt)] »-"•"•■= (t) i ^^"»^- 

De même, comme on a sin — = o, l'équation (2) devient 

dm 

Dans ces deux équations» les coefTicients de sinny et de cosmx sont 
nuls, et Ton en conclut 







<^^) 



4/n6 ,, //w/>\ 



Formons ensuite l'équation (3), en ayant égard à ces valeurs de H 
et 5,^, et nous trouverons 



m 



^[<'-''')T-*-] 



■^2iP- Ht)-T —--\-r--lco,nY 



«■['( 




2 / 2 ^ { ^^\ I ^ H- fJt 



1 06 
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Nous aurons de mrmo, au liou de la condition (\), 



>. 






/;? h 



— -, - I sin///.r 



(7) 



//// 



^ B/, COS ^-- ' v'(/?.r)| I 






-f- //./'E(/^ Jt) . :— : O. 



/? . h 



Si Ton multiplie Téquation ([i) pai' /-/r et qu'on intègre de — -à -» 

les deuxième et troisième lignes disparaissent, et il reste, par consé- 
quent, l'équation 

D: 






'f{/. t >IJ.) 



Trans/ormafion des cq nations C^) et (y). 
16. Multiplions l'équation (y") par sin/7?j:f/r et intégrons de h 



a 



-; nous aurons 



o = aP.> 



a 



m 



E 



m f> \ m t) 



x 



(' 



I I o) l> . ma 



2^n„cos-- 



I— ■ — I / t[n.v)i>\\\mx(li-\~n\ .rVA n.ï')'^\nmx dx\ 



Comme on a eos 



ma 



O, on ol)tient 



a 



f 



^' ( /t .!•) sin/;/.r rt.r 



il 



- .- , — . sin , 



a 






/;^^ 



> s; Il 



M"") ^:(-") 



(// 






"•"=(t) 



SUR L ÉQUILIBRE D ÉLASTICITÉ d'uN PRISME RECTANGLE. 1G7 

Substituons les valeurs de ces intégrales définies dans Téquation 
précédente, et nous trouverons 

A«« I E ( ) H r-r I -+- ^- ; sm 






X 4- fx ni' 2 

f — — 8 sin — > \\„ -- . — E — ) cos 



On déduit de même de Téquation (f() 








y , A« — 8 cos — > iiî>,„ — ^ t[ — Si 



Détermination des coefficients B;,, Db^^. 



ma 
sin — 
2 



17. Comme au n'' 6, posons 



et, de plus, 



^(-) = ^(-)^i:(^' 1'<->=ïï3' 



..(..) = ^(x)-^;^^^. 1"(-)-^) 



Les formules (y') et (3') deviendront 



llb,., =: — .- 



VM 



f ma\ o , . ma 
/•i f\ sini — ) 8m«sin — . . , 

4a d y 2 y 1. V K ^ v('^^\ — 



8 /i* cos - - 



B« = 






Substituons l'expression de ia>;„ dans celle de B^,, et nous oblien- 
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drons 

p _ A„ __k J)^ 2^ ^ 1 , ( \ 



64/1* cos — 

2 

Posons 

et nous pourrons remplacer la solution de l'équation précédente par 
celle des deux équations plus simples 

P ^n 

^ n — 



64 n} cos — 



ab 






32/1* cos 



^""X-i-fx^ ^^^( na\^,n rii{n'-h m'y-'^ \ 2 j 



64/1* cos — 

2 



aÔTi^^l 



/ia\ 






On résoudra la première de ces deux équations suivant la méthode 
du n° 6, et Ton trouvera 



a-<')^(f) 

64 /i' cos 



ab{l-i-n)7J^\ 



, . , (n'a\ n'b I *^ ' ' a« '^ ' I 

«'A,,4,.(— jcos — 
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en posant 

♦■<»-'>=2..is^K=^)2..(..4'W+'(^)*'"''"'' 



les quantités m et m', par rapport auxquelles on fait des sommations, 
sont de la forme >^-/"^'^5 où y = 0, i, 2, 3, ..., et les quantités/!", 

relatives aux autres sommations, son t de la forme -^ où y = i , 2, 3, . . . . 
18. De même, en résolvant l'équation qui donne Q„, on aura 

^ 32/i'cos 

O — — — D — 



X 



> - 4^ ) 71 JTi -H -7 ^ , (/l, w)-f- -rrr ^ , W, /II) H- — - ^ 5(71, m) -^. . . , 



OÙ Ton pose 






Dans la formule qui donne ji\*^, remplaçons B^par sa valeur, et nous 

M. — Éhst' 2 i 
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aurons 

ma o , . ma 

,^ sin — om'sin — , . . 

.» 4^^ 2 ^V^A n . f na\ no 

A H- a . fmh\ .^ / mh\ Aà„ f/n'-t- /i')' ^ V 2 / a 



Xn-a _ fmb\ ,. . ( mh\ Aà^ 



m'sin 



19. Posons 
et partageons Téquation précédente en les deux suivantes : 



om'sin 



R«. = - 



îî ^1 . n . f na\ nb 



-(»-.)'(v') 



V^ . n , ( na\ no 

2/''(7ïm:^ÏM^4'i(-)cos- 



(mb\ Adn "{/i«4-/n*)« ^*V a / 



^ m* sin — / ftv / 



ma 

,. sin — 



\ 2 



) 



, . ma 

^, m' sin 

6^ a 

ab I mb 



) 



V^ n' , ( na\ v^ c /n' o/'w'AX . m'a 



En procédant comme précédemment, on tirera de la première équa- 
tion 

8/w'sin — 

o 
Rm= — 



«(>+.)^(=^) 



^2„'"^" ^' (t) '^"^ T l*"^"' '"^ "'^*'^''* '"^"^ ;^« **^''' *») ^-••- 1' 
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où l'on pose 

♦'<< "> =2.. i,,?."W H=^) 2. .1,. ~o< *■ ff) ♦.<". -• 

et les sommations se font comme il a été dit ci-dessus. 

En traitant de la même manière l'équation en S,,,, on trouvera 

ma _ , ma 

,^ sm — ,. //r sin — 









en posant 






„(/**-t-/«-) 






(/**-i- m*)' 



20. Pour simplifier l'écriture» posons, en désignant par y un nombre 
entier, 

-=^ — — />; par suite — ^pr,\ 

•À K 



p représentera ainsi les moitiés de tous les nombres impairs, *, ^«{j 



;aj»« *~ Il 



'.K :t* -f, ,' - •••<*• î.* 



»* • • • «V • > 



.^r 



»^ 



» * 



I" 



tts 



« • ^' 






^ .. • 



•■f> ^'*-n* î r-.^t-'.W^ 






c ' 



i>p -*i. :**, "!!•»> •''lïrfif'i?' 



i.j. 



' 1. ^ ' t:: 



'F 



r — 



i« 



y 









« • 



t <i>r*. ^ 'f'»**!!' i»!!"! l»» )«'l.' . 1 



♦ 
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21. On a de même 
en posant 



RjM^^ — 



(--iV4a/>' 



^m 



"<>-*')'(?) 






^"' --(-')' (XT]iy(T. + .fô-^' - 



.v.(^) 






T 




et Ton fait, dans la dernière formule, 



7''|i(77ra) 









(/>«-^a*7*V 



On démontrera, comme aux n"'9 à 11, la convergence des séries A,, 
A,, .. .. Z,, Zj, .. ., puis celle des séries qui fournissent o, et u^. 

Résumé de la solution du problême B. 

22. Un prisme rectangle a ses deux bases appuyées contre deux 
murs absolument fixes. On mené les axes des x et des y par le centre 
du prisme et parallèlement aux côtés des bases. Sur une face latérale 

j7 = - on exerce la pression f(y)^ et, sur la face opposée a? — — > 

on produit la tension — /( v). On demande de déterminer la déforma- 
tion du prisme. 



174 CHAPITRE X. 

Nous mettons la fonclioii/( j^) sous la forme 

f{y) = A.-H^ ^n cos/i/, 

en faisant n = -^-9 et le signe de sommation s'étendant aux valeurs 
de q égales à i, 2, 3, . . .. Nous faisons ensuite 

•ji — Dx ^ zl B,<c'(/tx)cos/i/, 
j,==2ilb;„E(w/)sinma', 

en prenant n comme il vient d*étre dit, et 

m = -^ — 
a 

avec 

/> = —^ U — ^f >» 2, 3, . . .), 



le dernier signe sommatoire se rapportant à m. Nous aurons d'abord 



D = 



2A0 



a(k-Y- 2|Ji} 



Considérons les fonctions A,, A^, A,, ..., et les fonctions Z,t Z^« 
Z3, .. .t définies aux n^*20 et 21, puis posons 
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Alors nous aurons 

(a -^ ix)T{qi:a) 

2X . I 



»iu^=.-(-iy 



(X-hfx)(). 4-2fx) 



"H^) 






(Xh- fji)(X-i- a 



^*.;:f^2,.7*(^)"-<-'' 



et les sommations par rapport à q' s'obtiennent en prenant 

^ = I, 3, 3, . . ., 
et les sommations par rapport à p\ en prenant 

p*^:^— et y'=o, I, a, 3, . . .. 



Connaissant u» on en conclura la pression normale exercée en tous 
les points des bases 

On aura ensuite H^, ^^ d'après les formules du n® 15, puis les fonc- 
tions F, » F, (n^ 14). Enfin, on aura les déplacements d*un point quel- 
conque du prisme par les formules 



I 7^^ riiAF'iTKi: X. 

On obtient (Mitiii do la sorte 




nn 









/// ^^ m 



fil!) 
7 \iîv»| - - -~ -, — -— L'(^" V') siiim.r 7 \ii>,„ y\i{niY)s\\\ni.v 



^' ( -: -1 






H,i et /J,„ ayant les valeurs données (n*" 15). 

Ces formules se sinriplifient beaucoup pour :x - o et .i -= zh - 



ÉquilibîT d'élasticité cV un prisme rectangle dont les deux hases sont 
appuyées contre deux murs parallèles et verticaux, et dont la face 
supérieure est horizontale et pressée dune manière uniforme, 

23. Supposons horizontales les deux laees x -- =t 7 et la face supé- 
rieure X r=z -, sollicitée |)ar la pression /(^r). D'après ce que nous 

avons VU (n^ l), on déterminera l'équilibre du prisme en faisant la 
demi-somme des solutions des problèmes A et H. 

Si la poutre est partout également pressée sur la face .r =: 7, la 

fonction /(j) se réduira à la constante négative A,,. 

Dans le problème A, toutes les constantes B,,, iil),„ seront nulles, 
excepté Bo, ii^u. ^'^ ''^n aura (n" 12) 

•J, By, 'J2 - ^'-'0» i^:r t.J - . A,. 
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et 

F, = - ;i- B. j:% F, = - ^ 11!., V' , 

Dans le problème B, il faudra l'aire encore nulles toutes les quan- 
tités A„, excepté A©, et nous aurons 

V^ / 2 «7 71 \ 

j,--|)j:-h> Ua^{nx)cosny, in "II» 
i ^2à '" *^^'"^) siii//*.r, \m- ^ -, p ^ J, 



j-.-^ 



y ayant les valeurs i , 2, 3, ... et y les valeurs o, 1 , 2, 3, ... ; les va- 
leurs des coefiicients sont 



1) ^ .'"^o , 









xK,= (-.y-'^^- ''^ 



(>, -t-jJl)(X-|-2ft) 



"V"(^) 



(-'K^^- :- 



On a ensuite, pour la pression normale exercée sur les bases, 

Nj _"a('j,-4-'j,). 

Puis les quantités D, B^,, i)i>,„ ayant les valeurs précédentes, on aura 
u eti' d'après les dernières formules du n^ 22. 

Enfin, pour obtenir la solution du problème proposé, nous aurons à 
faire la demi-somme des valeurs de N,, de u et de v déterminées dans 
les problèmes A et B. 

M. — ÉUst. n. a3 
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Si le prisme n*est pas isotrope, mais a un axe d'isotropie suivant sa 
longueur, on aura la pression exercée sur les bases en multipliant la 

demi-somme des valeurs précédentes de N, par le rapport y (n® 2). 



Sur le calcul numérique des Jonctions A,, A2, ... cl Z,, Z^» ... 
du problême B, pour un prisme droit à base carrée. 

24. Dans le cas où la base du prisme est un carré, on a a = 6 ou 
a = I, et il en résulte (n^ 20) 



Les quantités '^{pr,) et 4'<(?''^) tendent rapidement vers l'unité 
quand p et q' croissent, et l'on a, pour leurs premières valeurs, 

1(^^=0,72106, |, (7:) = 1,0280. 
On a ensuite, pour les fonctions Z(/>, /?'), 
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VaLBLRS numériques des fonctions A{p^q) POUR LE CAS DR «= I. 



Fonctions Ai(7, </'). 

Posons, pour abréger, A, (q^q') = (q, q') ; nous aurons 



(I,«) 


— 0,07494, 


(1,2) 


-io,oi568, 


{'.3) 


— 0,00542, 


(1,5) 


— o.ooiai, 


(',6) 


, 00064, 


(N7) 


— 0,0004 I, 


(«,8) 


0,00027, 


(•,9) 


_ 0,00018, 


(1,10) 


0,00012, 


(3,2) 


o,oo5oi, 


(2,3) 


— 0,0021 I, 


(î»,4) 


"T o,ooio3. 


(a,5) 


— o,ooo56, 


(2.6) 


o,ooo34, 


(2,7) 


— 0,00022, 


(3,3) 


— 0,00099, 


(3,4) 


- - o,ooo55. 


(3,5) 


- -0,00032, 


(4,4) 


o,ooo3i. 


(4,5) 


0,00020, 


(4,6) 


0,0001 4* 


(5,5) 


o,oooi3, 


(5,6) 


- - , 00009, 


(6,6) 


-- 0,00007. 



(i, \) =o,ooa38. 



(3,6) =: 0,00032, 



Fonctions Aj(/), 7). 



Posons \i{p,q) = (/>, q) : 



(i,i) = 
ri.5)- 
i.8) = 

i,i)-- 

1,5) r^ 

1,0- 
î,5) - 



i.i) 
î,4) - 

I. «)- 

9 

¥.')== 

M 

S 



4) 
I) 



0,05899, 
0,00125, 
0,00024, 

0,0I252, 
0,00039, 
0,00391, 
0,00017, 
0,00166, 
0,00016, 
0,00088, 
0,00010, 

o , ooo5o, 
0,00027. 



(i,2) 

(1.6) 
(i,9) 

(1.2) 

(Î.6) 

(1.2) = 

(1.6) ^ 

(L2) . 

(1,5) 

(1.2) 

(-Î.5) 

(V. 2) 



= 0,01367, 
= 0,00072, 

=: 0,00016, 

= o,oo34o, 

— 0,00025, 
= 0,00122, 

o,oooi3, 

0,00057, 

= 0,00010, 

= o,ooo32, 

: : o , 00006, 
- 0,00017, 



,3) — o,oo5o9, 

,7) =0,00043, 

, 10) --= 0,00011, 

,3) =o,ooi4o, 

,7) =0,00016, 

,3) =o,ooo56, 

,7) =0,00008, 

,3) —0,00028, 

,6) =--0,00006, 

,3) - : 0,00017, 



Fonctions ^^q^q') — ^^(q'.q). 



(J,4) = o,oo236, 



(î,4) 



0,00070, 

o , ooo3o, 



Posons A3 (y, 7) = (7, y') : 



(l,l) 0,00934, 


(i,î») 


- 0,0025o, 


(1,3) 0,00101, 


(1,4) -=o,ooo53. 


( I, 5) 0,00029, 


(1,6). 


0,00019, 


(1,7) = 0,00011, 


(1,8) r 0,00008, 


(2, 2) 0,00070, 


(2,3): 


-: , 0003 1 , 


(2, 4) -- 0,00018, 


(2, 5) = 0,00010, 


(3, 3) rTO,OOOl5, 


(3,4) 


0,00008, 






(4,4) o,oooo5. 
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Fonctions \^{p,q). 



Posons A,(/), q) = (p, q) : 



(i,5) = 

(1.4) = 
(!.') = 
(f •) = 
(!.«) = 



= 0,00782, 
= 0,00026, 

ro, 00185, 

= o,oooi3, 
= o,ooo65, 
= o , ooo3 1 , 
= 0,00016, 



(1.2) 

(,^6) = 

(Î.2) 
(-Î.5) 

(l.a) 

(1.3) 

(1.2) 



0,00214, 
=0,00017, 

o,ooo5a, 
o , 00008, 
0,00020, 
0,00010, 
o,oooo5. 



(i3) 

(i,7) 
(1.3) 



0,00088, 
0,00010, 
0,00024, 



({, 4) = o,ooo46, 



(|, 3) =0,00009, (|, 4) = 0,00006, 
(^,3) = 0,00004, 



Fonctions K^(q,q'), 
Posons \^{q, 7') = (7, q') : 

(1,1) =0,00187, (1,2) r= 0,00089, ( I, 3) =0,00017, (l,4) = 0,00009, 

(2, 2) = 0,00012, (2, 3) = o,oooo5. 



(i, I) 

(1,0 
(1,0 



0,00116, 
0,00028, 
0,00010. 



Fonctions A^ip^q), 

(i, 2) = o,ooo33, ({, 3) = 0,00014, 
( |, 2) = 0,00008, 

Fonctions A-^qyq'). 

y\- ( I , I ) m o , 00020, \7 ( 1 , 2 ) — o , 00006. 

Fonctions \^{p,q). 

(1, l) = 0,00017, ( J,2) =0,00004, 
(?, I ) = 0,00001. 



(}, 4) -=0,00008, 



V^ALKURS NUMÉRIQUES DES FONCTIONS ïj^p^p') POUR LE CAS DE a = l. 



Fonctions Z, ( p^ p' ). 

Posons, pour abréger, Zn(p,p') = {p,p') et nous avons 



(i» i) —0,45070, 
0,00294, 

0,0002.J, 



Il %\ 



(i.f) 

(i.V) 



0,07724, (i, I) =0,01891, {\,\) 

o,ooi5o, (|, «^) = 0,00086, (i, V) 



= 0,00672, 
■= o,ooo5i, 



/ 1 il \ — 



SUR l'équilibre d'élasticité d'i'n puismk rkctan<;i.e. 



i8 



(h ï) —0,01709, 


(î. î) -0,00545, 


(1,1) --0,00228, (î, 1) .r 


. 0,001 i3. 


(î,V) 0,00064, 


(|,¥) -0,00087, 


(f> V) - 0,00022. 




(*, 1) -0,00212, 


(hi) -0,00101, 


(1,1) - o,ooo55, (;,V).- 


: O,00o32, 


(î» V) — <^>oooi9. 








ih i) — o,ooo5i. 


(h 1) —0,00029, 


(j, V) 0,000017, 




(î, 1) 0,0001 5. 









Fondions Tt^ip^p')» 

Posons Ti^ip^ p) = (p*P') ^^ ïïous ferons de même pour les fonc- 
tions Z,, Z|, ... dans les Tableaux suivants. Nous avons 



(i,î) 

V J» t/ 

il 7\ 

^ 19 t) 



0,04747, 

o , 0008 I , 

0,00248, 

o,ooo34, 
0,00008. 



(^. i) 
(l.l) 



o,oo658, 
o,ooo38, 



(i, \) — o,oio53, (J, f ) — o,oo336, (^, J) — o,ooi5i, 

(|. \) = 0,00087, (î, ^) — o,ooo4i, ( î, I) =: 0,00023^ 
(î,î) = o, 00014, 



(M) 



Fonctions /»(/>,/>')• 

0,00162, (|, J) -~ 0,00058, 
o , 000 I 4 . 



(i»i) = 0,00026, 



Fonctions Zv ( /?, ^>' ). 
(*» i) —0,00099, (s» f ^ — 0,00022, (J, 5) — 0,00006. 



(i, 1) = o,oooi3. 



Fonctions /$ ( /?, />' ) . 
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